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ر النشر العلمی والطابع ۱۳۲ ه 


المکد مة 


تعتبر نظرية الترکیبات من فروع الریاضیات التي تشهد اهتماماً کبیرا وتطورا سریعا 
في وجهیها النظری والتطبيقي . ویعود ذلك إلى تطبیقاتها الکثيرة في میادین متنوعه 
کعلوم الحاسوب والاتصالات والنقل وعلم الجینات وتصمیم التجارب والجدولة. 
تعالح نظرية الترکیبات ثلاثة انواع رئيسة من السائل: مسائل الوجود. 
مسائل العد والسرد» مسائل الانشاء. وتبحث هذه العالجة عن اجابات للاسئلة : 
هل یوجد تشکیل ترکیبی من نوع معین؟ کم عدد هذه التشکیلات الترکیبیه وهل 
يمكق سردها؟ كيف نختار من مين التشکیلات التركيبية المکنة تشکیلا أنثليا 
بالنسبة إلى معیار ما؟ ویلاحظ أنه عندما تکون مسألة الوجود سهلة فان الاهتمام 
ینصب على مسألة العد والسرد. وعلی الرغم من أن معظم النتائج العروفة یتعلق 
بالعد إلا أن أهمية السرد بدأت تتجلی حدیثا لعلاقته بعلم الحاسوب. وعندما تکون 
مسألة الوجود صعبة فغالبا ما تکون مسألة العد والسرد ذات آهمية متدنية. وف 
مسألة الانشاء فاننا نبحث عن خوارزمية جيدة لایجاد حل آمثلی بالنسبة إلى شروط 


المقدمة 


قم هذا الكتاب مدخلا إلى مسألتي الوجود والعد حيث يعرض الأساسيات 
التى لا تستند إلى مواضيع متقدمة في الرياضيات. و يعالج التفكير الترکیبی مسألة 
لعن کنیتا باستخدام فکرة التقابل لاختزال مسائل معطاة إل مسائل محلولة مسبقا. 
نيدأ باستعراض مياد العف الاساسية نموذج العينة للعد مسالة عدد الحلول ف 
الأعداد الصحيحة لعادلة خطية. ثم ننتقل إلى تقديم أدوات أكثر فعالية في معالجة 
مسائل العد. في الحقيقة» نقدم مبدأ التضمين والإقصاء. الدوال المولدة» العلاقات 
الا رتدادیه » بقدر مناسب من التفصيل. بعد ذلك» ننتقل إلى مسائل الوجود عبر 
تقديم مبداً برج الحمام وأعداد رمزي؛ ولكننا لا نتطرق إلى مواضيع مهمة مثل تصميم 
التجارب. وفي الفصل الأخيرء نقدم مدخلا إلى نظرية بوليا للعد حيث نفترض أن 
القارئ على درايه بمبادئ نظرية الزمر. 

وسيقدر المؤلفان أي ملاحظات تبدى من قراء هذا الكتاب؛ ويمكن إرسال أي 
تعليقات أو اقتراحات عبر البريد الالكتروني .zohairi@ksu.edu.sa‏ 

وفي الختام نأمل أن نكون قد وفقنا في تقديم مدخل سهل على نظرية 
التركيبات وأن يكون هذا الكتاب اضافة علمية إلى ما كتب بالعربيةء والله من وراء 


القصد. 


المؤلفان 


۰۰۰۰۰۰۰ 


الفصل الاول: مبادی العد الاساسية 


(۱,۱) مبداً المجموع ومبداً حاصل الضرب 


(۱,۲) مدا التقابل ON‏ 
(۱,۳) نمودح العینه للعد 9[ 
تا ۱۰۱ 19 
( ۱:6 ) قت هن دات لا ره 
امسا ريق لين ال وموسسمه سمه اس م ۳ 
(۱,۵) نمودج التوزيع للعد بود 515155 
(۱,۲) تجزئنات المجموعات EES‏ 
(۱,۷) تجزئات الاعداد الصحيحة ,........ 


۱۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ 


E ري‎ ١8 EFE اد‎ HTB E FEF 8 FP دا‎ 


اعتو يا ت 


الفصل الثانى: مبدأ التضمين والاقصاء 
ميدأ التضمين والاقصاء E DE E‏ 
تمارین ا RR‏ 
الفصل الثالث: الدوال الولدة 
١١,؟)‏ مغعدمه ل ل ل 
(۳,۲) الدوال الولدة العادية ل O‏ 
تساويت: (۳۰۱) ل يه 
(۳,۳) الدوال المولدة الاسية O‏ 
تمارین (۳,۲) O‏ ی 
الفصل الرابع : العلاقات الارتدادیه 
)٤,١(‏ مقدمه O O o‏ 


(۲,) العلاقات الارتدادية الخطية المتجانسة ذات المعامالات الثابته 


E ........ العلاقات الارتدادیه غير التجانسه‎ )٤,۳( 
i NS DD EEN SE اس‎ GEE وامط‎ TTT بناء العلاقات الارتدادية‎ ۲: [ 
2 تمارین و و و او و و و هذ و ون 2 دق و و 2 و وا و وا و و و و او و و وا و و و و اه و و و وا و بر و ب‎ 


(۵۱۱) ميدأ برج الحمام 500 روز 


(7:۱) الدارات ا ۳ 7 پم ۲ ۳۶ 
( ۲( أدلة الدورات لزمر التبادیل ی و را ی و 3 ۱ ۱ 
(۲,۳) التلوينات غير التکافنه ا O‏ ۱۳ 
تمارين اي من 0 امسر ا ی سو ل رو لق ل ا ل ور و 18 ١‏ 
الراجع 5 a‏ و [ ا 
نبت المصطلحات o‏ اياي ااا ااا 1[ 1 | 

ولا عربى -- إنجليزي DR‏ 0 

ثانيا: انجلیزی - عربى O‏ 


(فمم (لزول 


BASIC COUNTING PRINCIPLES 


يعتبر العدّ هدفا أساسيا في دراسة نظرية التركيبات. تدعى نظرية التركيبات أحيانا 
"فن العد" لأننا نعد عناصر مجموعة منتهية دون أن نكتب عناصرها فى قائمة مفصلة. 
يهدف هذا الفصل إلى التعرف على صور العد الست القياسية. هذه المسائل الست 
إضافة إلى مبادئ المجموع وحاصل الضرب والتقابل تمثل الأدوات الرئيسة لحل 
معظم مسائل هذا الكتاب. 

وهذه السائل الست يمكن النظر إلى أربع منها (التتالیات. التبادیل 
الترکیبات . المجموعات المضاعفة) من خلال نموذجين: نموذج العينة للعد ونموذج 
التوزيع للعد" "۰ وآما المسألتان المتبقيتان (تجزئة المجموعات تجزئة الأعداد 


الصحيحة) فلا يمكن النظر إليهما إلا من خلال نموذج التوزيع للعد. 


1 هذان النمو ذجان ليسا الوحيدين للعد. هناك نمودج الدوال للعد الذي يعد صياغة دفیقه لنمودج التوزیع للعد . 
انظر البند الرابع من الفصل الأول في الرجع [5]. 


۷ مقدمة ی نظرية التر کیبات 


(۱,۱) مبداً المجموع ومبداً حاصل الضرب 

إذا كانت 4 ,...,ر4 ,۸ مجموعات منتهية تحقق ۸۱۸-4 لكل 
ر 1ء فان |4 |+-۰۰+|,4 || رك |4۸ هار4 د ,4ك |. یسمی هذا البداً مبداً 
المجموع „The Rule of Sun‏ 
يمكن اثبات مبداً المجموع بواسطة الاستقراء الرياضى على ۰ ونترك ذلك للقارئ. 
غالبا ما نستخدم الصيغة المكافئة التالية لمبدأ المجموع عند حل المسائل: إذا كان 
إنجاز المهمة 4 يتطلب إنجاز أى من الهمات ,ك4 .....رك ,4 » وإذا كان لا يمكن 
إنجاز ,4 و ,4 فى الوقت نفسه لكل 7 1۶ وكان عدد طرق إنجاز ,4 هو ,7 لكل 


عدد صحيح # > 1> ۰1 فان عدد طرق انجاز 4 هو ,7+ ۸+۰۰+ ,1. 





إذا كان كد ا فقو ت وا سيان 
٠٠١| 4‏ بك || رك =4 »١٠٠»ا‏ رك × 4|. يسمى هذا المبدأ مبدأ حاصل الضرب 

Rule of Product‏ عط1. يمكن اثبات ميدا حاصل الضرب بواسطة الاستقراء 
الریاضی على /۰ ونترك ذلك للقارئ. 

غالبا ما نستخدم الصيغة المكافثة التالية لمبدأ حاصل الضرب عند حل 
المسائل: إذا كان إنجاز المهمة 4 يتطلب انجاز المتتالية التالية من المهمات 
4 ,.4:۰۰۰ ,4 بك أولا ثم ر4 ثانيا وهكذا) وإذا كان عدد طرق إنجاز المهمة ,4 
لا یعتمد على الكيفية التی تم ها انجاز الهمات رر4....,ی4 ,4 لكل عدد 
صحیح # > ر > ۰2 وکان عدد طرق انجاز ,۸ هو ,7 فان عدد طرق انجاز ۸ هو 


۰۰ م1 " 77 


لس 


مبادئ العد الاساسية ۳ 


مثال(۱,۱) 

لتكن ,2 أبجدية عدد حروفها 77. جد |,.2| حيث ,2 هى مجموعة 
الكلمات التى طولها 7 والتى حروفها من الأبجدية ,2 . 
الحل 
لتكن ,5,۰۰۰( = س كلمة من ,,2 . عدد طرق اختيار الحرف ,× هو 7 لكل 
>7 >1ء كما أن اختيار الحرف ,× لا يعتمد على اختيار الحروف التي قبله. 
إذن» استنادا إلى مبدأ حاصل الضرب ”77 =|,<|. 
مثال(؟,١)‏ 

يعمل في مستشفى 4 أطباء و 7 ممرضين و 3 فنيين. بكم طريقة يمكن 
تكوين فريق عمل مؤلف من طبيب وممرض وفنی؟ 
الحل 
يمكن اختيار الطبيب بأربع طرق ويمكن اختيار المرض بسبع طرق ويمكن اختيار 
الفنى بثلاث طرق. استنادا إلى مبدأ حاصل الضرب عدد الطرق الممكنة هو 
4 -4.7.3 
مثال(۱,۳) 

کم عددا مکونا من رقمین یمکن تکوینه بحیث یکون مجموع رقمیه عددا 
فردیا؟ 
الحل 
ليكن ۷ هو رقم الاحاد و X‏ هو رقم العشرات. نيدأ باختیار ۲. يمكن اختيار × 


من المجموعة (11,2,...,9 وبالتالی فان عدد طرق اختیار × هو 9. اذا كان × 


فردیا فانه يمكن اختیار ر من المجموعة (0,2,4,6,8) ۰ أما (ذا كان × زوجیا فانه 
یمکن اختیار « من المجموعة (ا,1,3,3,7) وبالتالی فان عدد طرق اختیار ‏ بعد 
اختیار × هو 5. اذن عدد الاعداد الطلوبة هو 45 9۰5. لاحظ أنه لو بدأنا 


باختیار ‏ فان عدد طرق اختیار ‏ بعد اختیار ‏ ليس ثابتا. 


(۱,۲) مبداً التقابل 
اذا کان 2 ۸-۲ :7 تقابلا من المجموعة ۸ إل المجموعة ۶ فان 


.| ۸ |<( 8 | 


(۱,۳) نموذج العينة للعد 
لتکن ۰و0 و60 = 4 مجموعة. إن أخذ عينة من ۸ يعتمد على الإجابة 

عن السؤالين التالیین : 
الاول : هل ترتیب العناصر مهم في هذه العينة ام لد 
الثاني : هل تکرار ظهور عنصر في العينة مقبول ام لا؟ 
اذن » لدینا آربم حالات یوضحها الثال التالی سنتحدث عن کل منها. 
مثال(۱,4) 

لتکن لدینا المجموعة [,4,4,,| = 4 . یوضح الجدول العطی أدناه 


العينات الکونه من عنصرين والمأخوذة من ۸4 


مباديع العد الأساسية ۵ 


وق 


و و4 و 40 dds‏ 


دأ جلا و الا UU,‏ 


052 0 


0 





فيما يلى سنصطلح على أن عدد العينات التى عدد عناصرها 0 يساوي 1. 


تكن [,4,...,..»,,»] =4 مجموعة. نسمي العينة متتالية طولها ۲ (أو 
متتالية مکونه من 7 عنصرا) 6 -” من ۸ اذا كان پسسمح فيها بالتكرار 
والترتيب فيها مهم ونكتبها على الشكل ,×...ر××. بمناقشه ممائله لما فعلنا في 
مثال(١,١)‏ يمكن إثبات أن عدد المتتاليات التى طولها 7 من مجموعة سعتها (آی. 
عدد عناصرها) 7 هو 11 

لتکن |,4<۱,,۵,...,۵ مجموعة. نسمی العينة تبدیلا طوله ۰۲ (أو 
تبديلا مكو نا من 7 عنصر 1 0 من 4 اذا كان لا پسمح فيها بالتکرار 
والترتيب فيها مهم ونكتبها على الشكل ,×...ر×)×. 











مبرهنه(۱,۱) 

اذا كان 77> 7 1. فان عدد التباديل التى طولها 7۲ من مجموعة عدد عناصرها 7 
هو (1+ ۲ - ۰۰۰/7 (1- 700 . 

البرهان 

لتکن ای )3 مجموعه ولیکن ,×... ,×× = مر تبدیلا من الطول ۲ 
من ۸ . لاحظ أن : 

[- عدد طرق اختیار ,× هو 7. 

2- عدد طرق اختيار رد هو 7-1 بغض النظر عن الكيفية التي اختیر بها ,× . 
3- عدد طرق اختیار ,× هه ۸-2 بغض النظر عن الكيفية التی اختیر بها 


دلوا 


1- عدد طرق اختيار ,× هو 1+ ۸١-۲١‏ بغض النظر عن الکیفیه التی اختير بها 


e E ا‎ 


[ مر 


إذن» حسب مبدأ حاصل الضرب یکون عدد التبادیل التي طولها 7 من ۸ هو 
( +7 - ۰۰۰/7 (71)71-1. لا 

نرمز لعدد التبادیل التي طولها ‏ من مجموعة سعتها 7 عادة بالرمز ,(7) 
أو بالرمز (2)7,7 . لاحظ أن 


11 
إ(م - (n‏ 
لتكن | see‏ =4 مجموعه . اي مجموعه جزنیه من 4 من السعه 


r- subset 7‏ یمکن النظر الیها علی آنها عينة من 4 سعتها ۲ الترتيب فيها 


= n(n -1(۰۰۰)7-7 +1) 





(n), = P(n,r) = 


مياد العد الأساسبة ۷ 


غير مهم ولا يسمح فيها بالتكرار. تسمى المجموعة الجزئية أحياناً توفيقا أو 


تر کیبا 6000010211010. 


مبر هنه(۱,۲) 
إذا كان 77> >١‏ 0 . فان عدد المجموعات الجزئية التى سعتها 7 من مجموعه 


۸/ 
عدد عئاض ها 7 هة سح 
0 ا(« - وو )۱ 


البرهان 

إذا كان 0 -” فإن المجموعة الجزئية الخالية هی الوحيدة التى لا تحوي عناصر. 
نفرض أن 0 < #. لاحظ أن أى مجموعة جزئیه عدد عناصرها ” تقابل !م واد 
مختلفاً في مجموعة التبادیل التى طولها 7. کذلك یمکننا الحصول على !۲ تبدیلا 
مختلفا من أى مجموعة جزئية عدد عناصرها ۲. وبناء عليه فان 

× (عدد المجموعات الجزثئية التى عدد عناصرها 7) - عدد التباديل التي 
طولها ۲ 


من مبرهنة(۱,۱) نستنج أن عدد المجموعات الجزئية الستی عدد عناصرها ۲ 


برمز لعدد المجموعات الجزئية التى سعتها 3 من مجموعه سعتها 1 بالرمز 
11 | چ 5 


۸ مقدمة في نظرية التر کیبات 


مثال(۱,۵) 

إذا كانت ورقة اختبار تحوی 7 أسثلة وکان على الطالب أن يجيب عن 5 
أسثلة فقط. فبکم طريقة یمکن للطالب أن يجيب عن الاختبار؟ 
الحل 

/ 

)١."(لاثم‎ 

يعمل 12 مهندسا في شركة» ومن أجل تنفيذ أحد المشاريع تريد الشركة 
اختيار فريق عمل مؤلف من 5 مهندسين. 
(أ) بكم طريقة يمكن للشركة أن تختار فريق العمل؟ 
(ب) بكم طريقة يمكن للشركة أن تختار فريق العمل إذا أصر اثنان من المهندسين 
على العمل معا؟ 
(ج) بكم طريقة يمكن للشركة أن تختار فريق العمل إذا رفض مهندسان أن يعملا 
معا؟ 
الحل 
۱ 120 
(!) عدد الطرق المکنه هو 792 = م | 
(ب) كن الهندسان اللذان یصران على العمل معا هما 0 و . اذا كان 6 وم 


0۱ . 
ضمن الفريق المختار فإن عدد الطرق الممكنة لاختيار الفريق هو 08 اما إذا كان 


مبادی العد ال ساسیة ۵ 
الفريق المختار لا يتضمن كاد من 4 و فان عدد الطرق المکنه لاختیار الفریق هو 


10 3 3 
۳ بالاستناد إلى مبدا المجموع نجد ان عدد الطرق المکنه هو 


10 10 
Ame 


(ج) ليكن المهندسان اللذان يرفضان العمل معا هما © و 5. إذا كان 4 ضمن الفريق 


الختار فان ۶ ليس ضمن هذا الفريق وبالتالى فان عدد الطرق في هذه الحالة هو 


10 10 ` 
۳ بالثل اذا كان ا ضمن الفریق الختار فان عدد الطرق هو ۳ اما إذا 
۱ 10 ۱ 
كان الفریق لا یتضمن كلا من 6 و 5 فان عدد الطرق هو | م |. بالاستناد إلى مبدا 


المچموع نجد ان عدد الطرق المکنه هو : 


2 = 252 +210 +210 اج اس 0 
1 = رام ال ار + هلب ۱4۲۱5 4J‏ 


لتكن [,4,,4:,....4] =4 مجموعة. نسمي العينة مجموعة جزئية 
مضاعفة سعتها 7 7-56۲ من ۸ إذا كان الترتيب فيها غير مهم ويسمح فيها 
بالتكرار ونكتبها على الشکل ,2 ...1۲,۳ . 

وفقا لا ذکر آعلاه فان (۵,۵,۵,»,,,0) = ۸ مجموعة جزئية مضاعفة 
سعتها 7 وفيها تكرار کل من 4,ع,a,0‏ يساوي 2,1,3,1 على الترتیب. كذلك 
نکتب ۸ على الشکل [0,ع* 8,5,3* 12 = 1 . 
مثال(۱,۷) 

المجوعات الجزئية الضاعفة التي سعتها 3 من »,۱8,0 هي : 


۹ ۱ مقرل مد ف نظر ية التر کیبات 


{DOC},‏ و0 وا Pf,‏ وا و A, DCF,‏ و0 و و و( {AGO‏ و( و6 و6 
لوقي اقيق ةا اد کرت O‏ 
کل متتالية مكونة من جمیع عناصر المجموعة الضاعفة ۸ تسمى تبدیلا لب ۸. 
فمثلا» تبادیل (۸<16,0,0 هي ططه و ط0 و 0ظ. 
مبرهنه(۱,۳) 


e 


البرهان 

لتکن Eso)‏ = ۸ مجموعة. لكل مجموعه جزئية مضاعفه سعنها ۲ 
من ۸ ۰ نکون جدو لا کا به n‏ ییا وسين نضع في مستطیلات السطر الأول 
من الیسار إلى اليمين ,0,,...,4۵,» على الترتیب ولکل 7....,شرا < رز نضع في 
الستطیل أسفل ,© نجوما عددها يساوي تکرار ,© في المجموعة الضاعفة. لاحظ أن 
عدد النجوم في مستطیلات السطر الثاني يساوي 7. فسثلا المجموعة الجزئية 


المضاعفة ,16,۱0۰ من المجموعه او و و یقابلها الجدول 





وبالعکس ؛ أي جدول عدد النجوم في مستطیلات السطر الثانی فيه 7 تقابله 


والجداول. لحساب عدد الجداول نعمل التغيير التالى 6 الجدول : 


مبادئئٌ العد الأساسيبة ۱۱ 


نحذف الخطوط الأفقية الثلاثة كما نحذف العناصر من الصف الأول والخطين 
الرأسيين الأول والأخير من الجدول. فسثلا الجدول أعلاه يصبح بعد التغيير 
*||* ** وبالعکس ** | ** | يقابل المجموعة المضاعفة [,6۵,,۵,,,ر۵) . إذن عدد 
المجموعات المضاعفة التى سعتها 7 يساوى عدد المتتاليات المكونة من ١‏ نجمه 
و 1 - 7 خطا ۱۳۳1 نحسب عدد هذه التتالیات كما یلی : لدینا 7+ 7-1 مکانا 
وإذا اخترنا ” مکانا للنجوم فستکون الأمكنة التبقية للخطوط الرأسية. وبما أن عدد 


2 - سم + 1[ - جم 
طرق اختيار ” مكانا من 7+ 7-1 مكاناً هو | ) فان عدد المجموعات 
r‏ 


7+ 7-1 
الضاعفة التي سعتها ۶ هو | ۲ 


۳ 


تمارین (۱,۱) 
-١‏ (أ) کم عددا صحیحا يقع بين 1 و99 بحیث رقماه مختلفان؟ 
(ب) كم عددا صحیحا زوجیا یقع بين 1 و 99 بحيث رقماه مختلفان؟ 
رج( کم عددا و فرديا يمع بين 1 و99 بحيث رقماه مختلفان؟ 
؟- إذا كانت (100,01,...,999) = 8 فما هو عدد الأعداد الفردية التي تنتمي إلى 
7 وأرقامها مختلفة؟ 
۴- إذا كانت (1000,001,...,9999) = 8 فما هو عدد الأعداد الفردية التي 
تنتمى إلى ۶ وأرقامها مختلفة؟ 


۱۲ مقدمة في نظرية التر کیبات 


ه- کم طريقة مختلفة ممكنة للاجابة عن عشرين سوالا إذا كان يمكن الإجابة عن 
أى منها بنعم أو لا؟ 

5- کم طریقه مختلفه ممکنه للاجابه عن اسئلة امتحان مكون من خمسين سؤالا إذا 
كان لكل إجابة سوال من العشرین الأولى ثلاثة خیارات ولکل اجابة سوال من 
الثلائین الباقية خمسة خیارات؟ 

۷- کم عدد طرق ترتیب حروف کلمه 0۷۱۳۱۲۱۲ 
() إذا كانت حروف العلة متجاورة؟ 

(ب) إذا كان الحرف 7 یظهر إلى يسار ؟ 


(ج) إذا كان هناك حرفين فقط بين M‏ و0؟ 


دحب و 7)7( 
دید ی )0( 


۰ - جد (n),‏ رم( 7) , ,)8( ب(8). 


(> وضح نب(‎ -١ 


nl (| n 
1 ۸ 7 - 1 ۲ ۲ ۱ 
: ۲ ۰/۳۱ ۱ تفا ات‎ 


۰ ۱ ۰ 27۱ 
4 - مستخدما تمرین ۰۱۳ اثبت ان ۱ ) عد زوجی اذا كان 1 < 7. 
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- آثیت أنه لأى عدد صحيح موجب 7 يوجد 7 من الأعداد المؤلفه التعاقبه 


(یسمی العدد الصحيح الوجب مؤلفا إذا كان غير أولي وأکبر من 1). 


مبادعم العد الاساسية ۱۳ 


[ إرشاد: ادرس الاعداد (1+ م7)+!(1+ ),-.3,۰ +!(1+ 2,)7 +!(1 + (n‏ 

5 بكم طريقة مختلفة یمکن أن یجلس ۸ فردا حول طاولة مستدیرة؟ (یقال إن 
الطریقتین مختلفتان اذا كان لا یمکن الحصول على احداهما من الاخری بوساطه 
دوران ما.) 

۷- تستخدم سفينة إرسال إشارات برفع سبعة آعلام متتابعة على سارية. کم إشارة 
مختلفة يمكن ارسالها بخمسة آعلام مختلفة آلوانها؟ 

۸- بكم طريقة یمکن أن تصطف أربع سیارات حمراء متطابقة واربم سیارات 
بیضاء متطابقه بحیث لا تتجاور سیارتان لهما اللون نفسه؟ 

4- بكم طريقة یمکن أن تصطف آربع سیارات حمراء مختلفة وأربع سیارات بيضاء 
مختلفه بحیث لا تتجاور سیارتان حمراوان؟ 

۰- کم عدد الکلمات الکونة من خمسة آحرف من الأبجدية العربية إذا كان لا 
یسمح بتکرار الحرف؟ 

-١‏ طالب لدیه 25 من الکتب الختلفة ولدیه رف یتسع فقط لعشرة کتب. بكم 
طريقة یمکنه أن يصف عشرة من کتبه على الرف؟ 

۲- کم عدد تبادیل (7,-1,2,۰۰) التي تثبت العدد ۲1 

۳- بكم طريقة یمکن تجزئة 12 عنصرا مختلفا إلى ثلاث مجموعات تتکون كل 
منها من أربعة عناصر ؟ 

-٤‏ بكم طريقة یمکن تجزئة 27 عنصرا مختلفا إلى ۸ مجموعة تتکون کل منها من 


۵- بكم طریقه یمکن تجزئه 7171 عنصرا مختلفاً إلى 7 مجموعه عدد عناصر کل 
منها ۲7۱ 
5-' آثیت أن 1 يقسم حاصل ضرب أى ١‏ من الأعداد الصحيحة الموجبة 
التعاقبة. [ ارشاد: ادرس طرق اختیار 7 عنصرا من مجموعة عدد عتاصرها 
1- 7۲+ 77] 
۷- 7 عصا مختلفه کسر کل منها إلى جزئین طویل وقصیر. بكم طريقة یمکن 
تکوین 7 زوجا من الأجزاء بحیث کل زوج یتکون من جزء قصير وآخر طویل 
۸- شركة حلویات تضع في كيس مجموعة من 10 آصابع من الشوکلاته تختارها 
من بين ثلاثة أنواع. 
(أ) بكم طريقة يمكن أن تكون هذه المجموعة؟ 
(ب) كم عدد المجموعات التي تحوي على الأقل واحدا من كل نوع؟ 
4' لتكن 4 مجموعة عدد عناصرها 77 و 7 مجموعة عدد عناصرها 7. 
0( جد عدد العلاقات التي يمكن تعريفها من 4 إلى 2. 
(ب) جد عدد الدوال التى يمكن تعريفها من كل إلى ۶ . 
(ج) جد عدد الدوال الأحادية التي يمكن تعريفها من 4 إلى 8. 
(د) جد عدد دوال التقابل التى يمكن تعريفها من 4 إلى 2 . 
۰- لتكن 4 مجموعة عدد عناصرها 7. 
(۱) جد عدد العلاقات التى يمكن تعريفها على 4 . 
(۲) جد عدد العلاقات ۸ على 4 فى الحالات التالية : 


() ۸ انعكاسية (ب) ۸ تناظرية (ج) ۸ انعكاسية وتناظرية (د) ۸ تخالفية. 


مبادعم العد الاساسية ۱ 


۱- جد عدد التجهات (,0,,۵,...,0) = ۷ فى الحالات التالیه : 
0 2-1,...,ل[,0! € ,© لكل 2,...7#ر1 < . 
رب ,۸,...,ا,0) € e,‏ لكل 1,2,...,7 - 1 . 
(ج) (0,1) ع ,@ لكل ای وا 1 و" ع رين +..١0+‏ رين + 0 
۲- إذا كان "...۳۱,۰ ح ير تحلیلا للعدد 7 إلى عوامله الاولية فجد 
0( عدد قواسم 7. 
(ب) عدد قواسم 7 التي لا يقسمها أي مربع كامل مختلف عن 1. 
۳- اذا كان مر عددا آولیا فأثبت أن 7 يقسم 5 لكل عدد صحيح 


م >ع/ > 0, 


(۱,۶) مبرهنه ذات الحدين 
في هذا البند سنقدم مبرهنة ذات الحدين و التى يمكن النظر إليها كتطبيق من 
تطبيقات التوافيق. كما سنقدم مبرهنة متعددة الحدود و التى تعتبر تعمیما لبرهنة 


ذات الحدين. 


مبرهنة(4,١)‏ (متطابقة باسكال) 


[ - 77 7-1 17 
اذا كان ۸K‏ < 7 عددین صحیحین موجبین : فان | , + | . < | | 


kK k¬—1 
البرهان‎ 


فنا 


لتكن |,۸<۱6,,۵:,...,۵ مجموعة عدد عناصرها 7. ولتكن 8 مجموعة جزئية 
من ۸ عدد عناصرها /. لدينا حالتان: اما 68 ,© أو 68 ,4. حسب مبدا 


المجموع فان عدد المجموعات الجزئیه من 4 من السعه / یساوی عدد المجموعات 
الجزئية من 4۸ من السعة 7 والتی لا تحوي ع مضافا اليه عدد المجموعات 
الجزئیه من 4 من السعة ۸ والتی تحوي ,4 . 


عدد المجموعات الجزئية من ۸ من السعة / والتی لا تحوي ,4 يساوي 


ات 
عد د المجموعات الجزنیه من ۸4۸-۱ من السعة cK‏ ادن يساوى ۱ 13 ۲ 


عدد المجموعات الجزئية من 4 من السعة ۸K‏ والتی تحوی ,4 یساوی عدد 


لمجموعات الجزئية من ,4 ,...,ر4,۵] من السعة ۰۲-1 إذن يساوي 


یا لا( ))2 


باستخدام متطابقة باسكال يمكن إنشاء مثلث باسكال الذي يتكون من قيم 


0 


1 3 و 1 
1 4 6 4 1 
[ 5 10 10 5 1 
[ 6 15 20 15 6 | 


مبر هنه(۱,۵) (مبرهنة ذات الحدين) 


دی عددين حفیفین ۲ ,× > واي عدد صحيح غير سالب 7 فان 


( ۳۹ 1 4 77 ۱ 2 ۲1-[ ۳3 n سيم‎ _ 2 ۳۹ 3 7 î ١ ۱ ۴ یبا‎ 
3134 حت‎ 0 0 0 e تن ۱ = سح‎ ۱ 
4 2 5 : 2 ۱ n) 7-3 : 


مبادعم العد الاساسية ۱۷ 


البر هان 

نستخدم الاستقر تقراء الریاضی على 7 . البرهنه صحیحه عندما 00 < 7 لأن الطرف 
الايسر يساوي 1= "لبر +0 كما أن الطرف الاایمن يساوي 1 < (ey‏ 
لنفرض صحه المبرهنة عندما 0 < | < 7 اي ان 


kK aS Kk £ 
(x + رو حم[ ]+ رس ]+ 0 “بر‎ ۳9 


نرید إثبات صحة البرهنة عندما 1+/ -7. أي نرید إثبات أن 


k +1! / +۱ ۱ )1+‏ ادع 
OS‏ : رس ۱ ]+۳ , =( ر + (x‏ 


لاحظ أن بر + x)(ر+×)‏ = "(ر+»). 


دمن فر ضیه الااستقر اء 


۱ + 
۳ 4 وه دی( ]را 10 دی اج - “رربي 
کل ل 
دز |+ رز ا تم | 
١ 9‏ | 0 ۰ 6 ۱ 5 
ترا ل )7 ا 
ety? +--+‏ + )+ یرترب( “)ب سا *)- 
٣٣‏ و 53 2 ٣و‏ ۴ × |= 


- 


9 تس 5 4 4 r‏ 
زا رب بر بت رم +٣ O‏ م = 


علما أننا حصلنا على الساواة الأخيرة باستخدام متطابقة باسکال. ل 


لاحظ أن عدد الحدود المختلفة في مفكوك ( + ۲) يساوي 1+ 7. 


ری رم( ر 


2۱ 41 


متسلسله ذات الحدین (561165 812012121 1۳6). ومن حساب التفاضل تعلم أنه اذا 
كان 1 > |: | فانه لكل عدد حقیقی 1 © ۸ یکون 
۳ اک وت ند نم العف عت ها اس وان 1 ED‏ بير _- x)"‏ +1( 


1 ar (r 
حیت 7/7 عدد صحیح و‎ 
0 ,7 > 0 
Kk ۱ ۱ 
(= ,1 = 0 
11 1۱...) و‎ 
K(k 1(۰۰۰06 77 1( «> 


11 


هی معاملات ذات الحدين العممه Binomial Coefficients)‏ 686۲۵11260)). و بغرض 
الاستخدام في فى الفصل التعلق بالدوال الولدة نجد الان مفكوك ” (1-2) حيث 7 


Pl‏ ی ع بت پر 
0 (1-),2 = ۳ اک (* -1) 
yr‏ ( ات سر +1 


n! 


مبادئ العد الأساسية ۱۹ 


و ا ا اد ا م ند و 
ادم 


۳ 2 ۳ اد 
7 0 


=1 =0 ۸ 


متال(۱,۸) 
حل مفكوك + E:‏ 
الحل 


3 2 2 3 3 3 2 3 د ا3 3 3 3 
برع "رو + ر رو + 8 ۲ + ۲ 2 ۲ ۲ XxX‏ | 5 "0 <- ( + ۲) 


مثال(۱.۹) 
وم ۳-0۰ 
ل 195 35 = (1+1( = 2 
11 2 1 0 
مثال(۱,۱۰) 
آثیت ان 
هم( نامك 
را رن ریا رما o‏ 
الحل 


سا وه 
سا 


وبالتعويض ع مثال(۱,۹) نجد أن 


3 مقدمة في نظرية التر کیبات 


0 


(دن 


إذا کان لدینا 7 من العناصر الأَخوذة من ۶ نوعا بحیث عدد العناصر الأَخوذة من 
النوع رقم ا هو 7 لكل 2 > 7> 1 فان عدد تبادیل هذه العناصر يساوي 


n! 


| و۱ 
ا 7 


آی ‏ عدد تباديل المجموعه الضاعفه e‏ ی E N‏ 9 1 التی عدد 


n! 
lr | عناصرها 7 +۰۰۰+ ر٣ + 7< 7 يساوي‎ 
I. E 


البرهان 


لدينا 11 مكانا. للعناصر من النوع الأول والتی عددها 7 یمکن أن نختار 7 مکانا 

من 7 ان ب 8 طريقه. للعناصر من النوع الثاني والتى عددها ,۲ وک 
۱ ۱ 7-7 00 

نختار :7 مکانا من :7-71 مکانا بب ۱ ۲ ۱ طريقة. وعموما للعناصر من النوع رقم 

/ والتي عددها 7 یمکن أن نختار 7 مکانا فا ا مكانا 5 


ا اوس جك راك راح و( ۱ ۳ 
ظ ل یمه ل 2# > 7 > 2. ومن ميدا حاصل الض ب بت 
r‏ | طريقة: لکل >7 > 2. ومن مبدا حاصل الضرب ينتج 


i 


مبادعم العد اللأساسية ۲۹١‏ 


منال(۱,۱۱) 
۸۸ ۸۱۲۲ ۳5 ۸ ۲ 


الحل 


9۱ 9۱ 
311111211111 7 3121 7 


مبر هنه(۱:۷) (مبرهنه متعددة الحدود) 


...و اعدادا حقيقية وکان 7 عددا صحیحا غير سالب » فان : 


n 
= ر 2 0 سح 5 لت ع‎ 2 
(x, +x, +... + (“> = / ۳ ۳ 
11 


۰ 


اذا كانت 


۸11 


حيث الجمع مأخوذ على کل الاعداد الصحيحة غير السالبة ,,7,7:....,7 التى تحقق 


4 40 
=“ حيث لل‎ 9 CF THT. TF, =8 
ag IF lee | 


11 


البر هان 


(7 مرة) E‏ وجل يسدر جح و راودو كر اوح EC‏ 


+ ۲ 7 5 ۱ #0 ۱ ۱ 5 # ب e "n‏ ۳2 ۳ ۱ ِ ا 
ومنه ای حد من حدود الفکوك یکون من الشکل ,۰۰۰۲ ×× حیسث ررآوه..ودای 


آعداد صحيحة غير سالبة تحقق 7-+..+7+ 7#. معامل هذا الحد هو عدد 
تباديل 2 عنص ا من النوع E X‏ 5 عنص | مرن النوع دو F۳ 9 ‘e‏ عنصرا مسن 


۴ ي + ۱ r‏ ۳ . ۳ ۱ 4 
النوع پر بر ۰ من : ف دب )10م ۱ ( ب كه 8 ۱ مل ا 00 در ۱ لل ۱ 9 ۱ 7 7 ۱ 3 لا 
٩ mm‏ " ۰ ۰ 2 2 5| 


5 یه بدا تا | 
مقدمة ی نظرية التر کیبات 


۳۲ 
لاحظ أنه إذا وضعنا 2 = ” فى مبرهنة(۱,۷) فاننا نحصل عل مبرهنة ذات 


الحدين. كذلك عدد الحدود المختلفة ٤‏ مفکوكت رعس دير + ) هو 
n‏ + 1 - 771 ۱ ۱ ۱ 
وذلك لان عدد حلول 7ع + ..+:7+ 7 فى الاعداد الصحيحة غير 
n‏ 9 
۱ 7 + 1 - 777 
السالبة يساوي / كما سنثبت لاحقا في نتیجه(۱,۱۰). 


مثال(؟7١,١)‏ 
جد مفكوك (2 + مر + ). 
الحل 
۱ 4۱ م ۱ 
عدد الحدود في المغكوك هو 6 - م = 2 . من مبرهنة متعددة الحدود 


(x+y + 2(" 2 2 : 2 + : 2‏ 
2 د م XA‏ .لس تن | 
0,0,2 | 0,2,0 لارلارش 7 


2( 2 2 
ات WA‏ اب 
011 ۷ "۱1,0 


, 232 + 2و2 + +p +2 + 2y‏ مرت 


دجد ان 


تمارین(۱,۲) 
0- استخدم مبرهنة ذات الحدین لایجاد مفکوك (2 -*). 
۲- استخدم مبرهنة ذات الحدین لایجاد مفكوك (1 + ). 
۳- استخدم مبرهنة متعددة الحدود لإيجاد مفكوك لج + بر + ز). 


ء- ما هو معامل 225 بر( في مفكوك "ازج + بر + ر) ۲ 


مبادعم العد الأساسية ۷ 


م کم عدد حدود مفكوك 7 + بر + یر) ۴ 


۳۹ ۱ ع ع ۱ 1 
تجا تخدام مبرهنة ذات الحدین آثبت آن : ”3 = ۳ 


۲-0 


۳ : 100 1 50 
۷- أوجد قيمة × إذا كان "!مح “8| , | . 
20 


4- کم عدد تبادیل حروف كلمة 11.1.1015 بحیث لا یظهر 1 إلى يسار ,۲۲ 

۰- کم عدد التتالیات الثنائية (أي» الأخوذة من المجوعة (10,1) من الطول 7 
والتی تحوی عددا زوجیا من الأصفار وعددا فردیا من الرقم ۳1 

-١‏ کم عدد التتالیات الثنائية من الطول 7 و التی تحوي عددا زوجیا من 


الأصفار وعددا زوجیا من الرقم 1؟ 


ع ۰ 5 ۱ 11 
۴ ذا بای عدد يح موجب 7 أثبت أن و _ 9 1 
Ê ۱‏ 1 


t= 


2n 7 1 ۱ ۱ ۱ 


: : : و #1 3n n‏ 
5 اعط برهانا تركيبيا للمتطابقة 7+ | 67+ | 3= ر |. 


n + [ ۳ ۲ +1 11 ۱ ۱‏ 
۵- اعط برهانا ترکیبیا للمتطابقه | ...+ + | | - | : 


5 آثبت أن 


OS 


[ إرشاد: استخدم متطابقة باسكال] 


۷- اکتب مفکوك (1+1) = 27 ثم أثبت أن (2- "۱2 حیث ‏ عدد 


آولي. 


ادن[ )مد 


التطابقه صیغه فاندرمند للالتفاف .(Vandermonde’s convolution formula)‏ 


(۱,۵) نموذج التوزیع للعد 
distribution model of counting)‏ 16). لیکن لدینا 7 كرة نرید توزیعها علی 7 
صندوقا؛ ثلاثة أسئلة مهمة ف هذا السیاق : 
الأول: هل الکرات مختلفة آم متطابقة؟ 
الثانى : هل من المکن أن یحوی الصندوق أكثر من کرة؟ 
الثالث : هل الصنادیق مختلفة أم متطابقة؟ 
في هذا البند سنفرض أن الصنادیق مختلفة. إذن» لدینا أربع حالات یوضحها الثال 
التالی : 


مثال(۱,۱۳) 


یوضح الجدول التالی کل التوزیعات الممكنة لکرتین على ثلاثة صنادیق 


شلف 
¥ 


کل صندوق يحوي كرة على الاکثر لا شروط على عدد الکرات في کل صندوق 


ل ال یهال ۵ | ال :۵,9 
رال الم | JLJ‏ | 
ل الءضازية 1ل ال ١‏ 
SHE‏ ل ها ,۱۵ 
Jl2‏ اليم اا ۱ ۵ 
١ l0‏ ل lL‏ 

١ الما(‎ 

لهال | 

زاوها 
ل لاله ل ال bbl‏ 
رغال [۶ | الما | 
لمااما[ ١‏ 1ل ا[ ١‏ 























ل الماله 
مال ۱1۱ 
١ l0‏ 








لیکن لدينا توزيع ل 7 كرة مختلفة (.10,0,...,0 على 7 من الصناديق 
الختلف4 |4 ...وو 4 و14 . نكون متتالية .*....*,* طولها ١‏ من المجموعة 
|4 ...و4 و رك أ مسستخد مین التوزیسع العطی كما يلى : × هو الصندوق الذي 
يحوي الكرة ,5 لكل ” > 7> 1. 

وبالعکس » إذا كانت ...72,325 متتالية طولها 7 من مجموعه الصناديق 


| .10:۵::۰ فإننا نكون توزيعا للكرات المختلفة (.8,,8,.,...,2) على 
الصناديق مستخدمين المتتالية المعطاة كما يلى: نضع الكرة ,۵ في الصندوق ,× لكل 


7> 7> 1. علیه» توزیعات ۲ کرة مختلفه على 7 من الصنادیق الختلفه تقابل 


وبالثل یمکن توضیح أن توزیعات ۲ كرة مختلفة (,0,0,,...,9) على 7 
من الصناديق المختلفة | ,4 ...و4 و رك أ بحيث لا يحوي أي صندوق اكثر من كرة 
تقابل التبادیسل التي طولها 7 من المجموعة ا,۵,...,رت,۵]. عليه ومن 
مبرهنة(١,١)‏ تنتج المبرهنة التالية. 
مبرهنه(۱,۸) 

(أ) عدد طرق توزيع 7 كرة مختلفة على ۸ من الصنادیق الختلفة يساوي "7. 
(ب) عدد طرق توزیع 7 كرة مختلفة على 7 من الصنادیق الختلفة بحیث لا 
يحوى ای صندوق آکثر من کرة يساوي ,(7). 

لتكن لدينا 7 كرة متطابقة موزعة على ۸ من الصناديق المختلفة 
Ess)‏ لکل توزيسع ناد ية ووا ل من المجموعه 
aaa |‏ الترتیب فيها غير مهم وسعتها 7 حیث ...ور هي 
الصناديق التى تحوی الكرات. وبالعکس کل عينة ,2 ,...,::,1 سعتها ۲ من 
المجموعة |,0,,۵,,...,6] بحیث لا يكون فیها الترتیب مهما تقابل توزیعا لکرات 
متطابقه عددها 7 على 7 من الصنادیق الختلفه یتایب كما يلي : نوزع 
الکرات بحيث یکون عدد الکرات ۴ الصندوق ,© يساوي عدد مرات ظهور العخصر 
٩,‏ في العینه [,۲,...,,,]. عليهء یوجد تقابل بين توزیعات 7 كرة متطابقه 
على 7 من الصنادیق الختلفه و دول موق | والعینات من الطول ۲ التی لا 


مباديع العد الأساسية ۳۷ 


لاحظ أنه إذا كان کل صندوق يحوي كرة على الأكثرء فان العینات في هذه 

الحالة تكون مجموعات. أما إذا لم يكن هناك شروط على عدد الكرات في الصنادیق. 
فان العينات فى هذه الحاله تكون مجموعات مضاعفه. من ذلك ومن مبرهنه(۱,۲) 
و مبر هنه(۱,۳) نستنج المبرهئة التالية. 
مبرهنه(۱,۹) 
(أ) عدد طرق توزيع 7 كرة متطابقة على 7 من الصنادیق الختلفة يساوي 

+1 - و 

۱ ۲ ( 
(ب) عدد طرق توزيع 7۲ كرة متطابقه على 7 من الصنادیق المختلفة بحیث لا 


3 7 ء i‏ 
يحوي اي صندوق اكثر من كرة يساوي 0 
نتیجه(۱,۱) 
|ذا كان 0 < 7 عدد صحیحاء فان عدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 


ظ ظ م ل ] - مم 
احج PAG EEA.‏ يساوى 1 
2 : 5 


البرهان 

لننظر إلى المتغيرات ,2۲ ,...,,2,, كصناديق مختلفة» أي حل صحيح غير سالب 
للمعادلة يمكن رؤيته كتوزيع لب ” كرة متطابقة على الصناديق المختلفة 
,2 و... و دك ۱۱ . والعكس بالعكس. من مبرهنه(۰)۱۰۹ عدد الحلول الصحيحة غير 


۱ + [ - 77 
السالبه للمعادله X۸, + 2,+۰۰۰+ 2۱ =٣‏ یساوی ۱ ۲ 
ء ۱ 2 . 5 


۳۸ مقدمة في نظرية التر کیبات 
مثال(۱,۱4) 

کم عدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 2= ,× + 2 + 2 ؟ 
الحل 


من نتیجه(۱,۱) ؛ عدد الحلول يساوى 


۳ - 


کم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 = ,۲ + ر× + × إذا كان 3 < ,7 


منال(۱,۱۵) 


و 23 ر۸ و 6< ۰ ؟ 
الحل 
حيث ان الحلول صحیحه . فان 6 < ۸ تكافئ 7 < ۸ . لنفرض 
۱-3 < 7 و 5 - رلا - رل و ۲۱-7 - بآ . لاحظ أن 
هرا اح الى ناد o‏ ارده وح ELE‏ 9 
ومنه عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 -ح ,× + ,2 + ,× إذا كان 3 2 2۲ و 
5 2 و 6< ول يساوي عدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 


5= 1 + 35 + 1 . من نتيجة (۰)۱,۱ عدد الحلول يساوى 


(17(16) 17 (17/ [15+-3-1 
۳ هو ااا 15 





ماد ی الَعَد الا تاه ۳۲۵ 


)١,5(‏ تجزثات المجموعات 

في هذا البند نجد عدد التجزئات التي عدد أجزائها ) لمجموعة منتهية 
عدد عناصرها 7 أو ما یسمی بأعداد ستیرلنج من النوع الثاني؛ ونوضح أن عدد 
التجزئات التي عدد آجزائها ]/ لمجموعة عدد عناصرها 7 يساوي عدد طرق 
توزیع 7 من الکرات الختلفة على ۸K‏ من الصنادیق التطابقة بحیث يحوي کل 
منها كرة واحدة على الاقل. 

لتکن ۸4 مجموعة غير خالية. نقول إن 4,۱ ,....رك , كأ تجزنة للمجموعة 
4 إلى + جزءا أو تجزئة عدد أجزائها ۸ إذا تحقق ما يلي: 
¬ 4 ۸4 2 ۵ لكل > 7 > 1 . 
لا كرت لا لا لا 
۳- م - مح بك إذا كان > [ع۶< > 1 . 

لتكن [,5,,5,.,5] = ۲ مجموعة مكونة من ثلاث كرات مختلفة. يمكن النظر 
إلى التجزئة |[ ,1.15 ر,,0)) على أنها توزيع للكرات ,5,,5,,5 على صندوقين 
متطابقين بحيث تكون ,5,,5 فى صندوق و ,5 فى الصندوق الآخر. 

وبوجه عام إذا كانت X‏ مجموعة منتهية عدد عناصرها 7 فكل تجزئة عدد 
أجزائها / تقابل توزیعا لكرات مختلفة عددها 7 على صناديق متطابقة عددها / 
بحيث يحوي كل منها كرة واحدة على الأقل. كذلك أى توزيع لكرات مختلفة 
عددها 7 على صناديق متطابقة عددها / بحيث يحوى كل منها كرة واحدة على 


الاقل يقابل تجزنه عدد آجزانها ‏ للمجموعه ۸ . 


۰ ۳ مقرل مد 2 نظرية التر کیبات 


يرمز لعدد التجزئات التي عدد آجزائها / لمجموعة عدد عناصرها 7 بالرمز 
(5),4 وتسمی (/,5)7 أعداد ستیرلنج من النوع الثاني 
.Stirling numbers of the second kind‏ 

لكك Ia‏ لاحظان (2) هي التجزئة الوحيدة التي 
عدد أجزائها 1 للمجموعة × . ومنه 1= (5)7,1.. كذلك [,دا,....[ يدا[ (x,‏ 
هي التجزئة الوحيدة التى عدد أجزائها 7 للمجموعة × . عليه 1 - (5)7,7. 
مثال(15١,١)‏ 
أوجد (5)4,2. 
الحل 
لتكن ١‏ 0 ,© ,8 ,۾ = × . التجزئات التي عدد أجزائها 2 للمجموعة 2 هي : 
ا(ممها {fa}‏ (معما اماك [(0قما.)]ء (لء.قيها. {ta‏ 
{e,d})‏ وج ((5,4).,[ء,هااء ۱ 1)0:0(,]0,6. عليه 7-(5)4,2. 


مثال(۱,۱۷) 
A 3 : ۱‏ 
إذا كان 71 عددا صحیحا موجیا ‏ فانیت ان > = (1- 11:71 ) 9 . 
الحل 
لتكن ۶ تجزئة عدد أجزائها 7-1 لمجموعة 2 عدد عناصرها 7. لاحظ انه 
يوجد جزء واحد فقط من هذه الأجزاء مكون من عنصرين وكل من الأجزاء الأخرى 


مكون من عنصر واحد فقط, أى أن كل تجزئة تتحدد تماما بتعيين الجزء المكون من 


مبادعم العد الاساسية ۳۱ 


عنصرین. ومنه » عدد التجزئات التي عدد آجزائها 7-1 للمجموعة 2 يساوى 
عدد المجموعات الجزئية من X‏ والکونه من عنصرين. آي يساوي ۳ 
مثال(۱,۱۸) 
آوجد (5)4,3. 
الحل 
من مثال159١,١)‏ نجد 6- 0 = (9)4,3 . 

بما أن الاجزاء فى التجزفة يحب أن تكون منفصلة زوجا زوجا وغیر خالية 
فان 0 = (5)7,۸ لأى عددین صحیحین موجبین 7 < 7. عرف 1-(5)0,0 و 
0 = (5)۸,0 لكل عدد صحیح موجب 7 ونستفید من ذلك في حساب آعداد 
ستیرلنج من النوع الثانی باستخدام البرهنه التالیه. 
مبرهنه(۱:۱۰) 
لكل عددین صحیحین موجبین 7,۲ فان 

S(n+1,k) = S(n,k -1)+ kS(n,k) 

البرهان 
لتکن (7...,شیا! < 2۷ و (1+ وو PI‏ ۷۲ . أى تجزئة للمجموعة ۸۷۲ 
إلى ۸ جزءا یمکن الحصول علیها بطريقة وحيدة من التالی: 
۱- تجزئة للمجموعة ۸۷ إلى ۸-1 جزءاء ثم إضافة المجموعة (1 + إلى تلك 


التجزئه. عدد التجزئات في هذه الحاله هو (1- /,7)«. 


۳ مقدمة في نظرية التر کیبات 


۲- تجزئه للمجموعة N‏ إلى / جزءاء نم تعیین جزء من أجزاء التجزئة (عددها 
#) ومن ثم إضافة العنصر 1+ 7 إليه. حسب مبدا حاصل الضرب : عدد التجزئات 
فى هذه الحالة هو (/,5)7/. من مبدا لمجموع فان 
S(n,k -1)+ 6۷,۸‏ = (ع2 ,1 + )5 . 
مثال(۱,۱۹) 
بماكخدها ا E‏ 
الحل 
5 - 3۰6+ 7 = (36)4,3 + (5)4,2 = (5,3)؟ 
يوضح الجدول التالي طريقة لإيجاد أعداد ستیرلنج من النوع الثاني باستخدام 


7 
۰.0 1.0 |] 0| 0 


ت 


تك | 5ت | ]| داد ند| مد 
1 


0 
0 

6 11 0 101 0 
0 | 

0 


1 
2 
3 
=4 
5 
-6 
4 ۱ 


مبرهنة(۱۱,) 
عد د الدوال الشامله من مجموعه عدد عناصرها 77 إلى مجموعه عدد عناصرها 77 


حیث 7 < ۰77 يساوي (7!۵)77,7. 





ماد العد الا شاه ۳ 


البرهان 

لتکن Sal Ao;‏ [ ولتکن JAS‏ دال4 
شاملة. لكل 7 1۶ نعرف المجموعة (,ز < ()7: ۲ > ۲ <(,)" ر من 
الواضح أن ۲ ت (,۲) "7 وأن # <(,) /0(,ر) / اذا كان ۸ 7. کذلك 
۵ ۶(,ر) كر لأن الدالة شاملة. إذن (7 > 1 1:(,)" 7) تجزنة عدد أجزائها 
7 للمجموعة × . بالقابل یمکننا الحصول على !7 دالة شاملة لأى تجزنة عدد 
اجزائها 7 للمجموعة × . وحیث إن عدد التجزنات التی عدد آجزائها ۸ 
للمجموعة × هو (5)77,7 » فینتج من مبداً حاصل الضرب أن عدد الدوال الشاملة 
هو (7۱۱۵)171:7. 1 

ویمکن الحصول على آعداد ستیرلنح من البرهنة التالية التی سنثم 

باستخدام مبرهنة(۰)۱,۱۱ وذلك بعد حساب عدد الدوال الشاملة بطريقة آخری في 





مبر هنه(۲ ۰ ۲) ف الفصل الثاني. 
مبر هنه(۱,۱۲) 
اذا كان 7< 77 عددین صحیحین موجبین فان 
")=| | )نس ؟ 
7 7 ([-) > --< (7,7) ۵ ۲1 

1 ز 
تقابل بين مجموعة التجزئات لمجموعة وعلاقات التكافؤ التى يمكن تعريفها عليها). 
من الواضح أن 2/1 = ,6 . تسمى هذه الأعداد بأعداد بل „(Bell numbers)‏ 


الصف رقم 7. 


(۱:۷) تجزثات الأعداد الصحيحة 


الصحيحة الموجبة ,7,.7:.....7 تجزئة ل 7 إذا كان ,7+...+ ,1+ n=",‏ 
ولكل 7 > >1 نسمي ,7 جزءا . فمثلا 3,3,2,1 تجزئة للعدد 9. نرمز لعدد 
تجزئات العدد 7 بالرمز ()2 . كما نرمز لعدد تجزئات العدد 7 إلى ۸ جزءا 
بالرمز (77)+7 . 
مثال(۱,۲۰) 
تجزئات العدد د هی : 
اا 
اواو 
AN‏ 
لياوة 
67 
4,1 
5 
عليه 7 -(7)5 كما أن 
ps(5)=1.‏ .1-(0)يم .2 -(5)وم p(5)=2,‏ , 1-(005),م 
من الواضح أن : (7) ,م ,2 p(n)=‏ 


لاحظ أنه من الممكن رؤية التجزئة +7,,72:.....7 للعدد الصحيح الموجب / 


مبادعم العد الاساسية م۳ 


الصنادیق المتطابقة بحیث لا یوجد صندوق خال کتجزنه للعدد 7. علیه یوجد 
تقابل بين تجزئات ” وتوزیمات « كرة متطابقة على صنادیق متطابقة بحیث لا 
يوجد صندوق خال. 
من الممكن بسهولة التحقق من أن: 

5 (7) .11 - (6)م .7 - (5)م ,5 - (4)م ,3 - (3)م ,2 < (2)م ,1= (1)م 
كذلك يمكن ملاحظة أن : 1 (۲), ,م (2) رص - (7) ,2 . 
مبرهنة(۱۳,١)‏ 
اي عددين صحيحين موجبين 7,۸ » فان : 


2P)‏ < () 7 + ۰۰۰+ (0) رم SPIRE‏ ( سام 


البرهان 
الطرف الأيمن هو عدد تجزئات العدد 7 التی عدد آجزانها اصغر من أو يساوي ۸. 
لتكن ,2.....,6, 2 تجزئة للعدد « إلى ۶ جوا حیث 15#. من هذه التجزئة 
نكون تجزئة للعدد +۸ إلى ۸ جزءا كما يلى: نضيف 1 إلى كل ,24 ثم 
نضيف متتالية كل حد فيها 1 وطولها : - ۸ فنحصل على 

ایا لكوي ی ELO.‏ 


اساسا 


(a, +1( + (a, +۱( + ... (a, (ا+‎ + (k =i) = a, + a, +۰۰۰ a, +k =n +k 
۸ بالمقابل» من أي تجزئة للعدد + إلى # جزءا نكون تجزئة للعدد‎ 
عدد آجزائها أصغر من أو يساوي / وذلك بحذف کل الأجزاء التى تساوي 1 ثم‎ 


۳ 
طرح 1 من الأجزاء الأخرى. وبالتالي فان (), < -(2 +7),. 


/<1[ 


دس مقدمة في نظرية التر کیبات 
نتیجه(۱,۲) 
p,(m)= 2,۰‏ 
1< 
البر هان 


ضع ۲ - 11 ح 71 ف مبرهنة(7١2١).‏ لا 


ا لتالي قیم (۷),م عندما 10> 7,]/ >1 وقد 5 شء استنادا 


إلى نتیجه(۲ ۰) وی آن 0 < () ,2 عندما 17 </. 

















۳-9 
0 1ك ل كا لز كا ل 1 لاك 1 ۳ 1 
n=2 | 1 | 1| 0 | 0 | 0 | 0 | 0| ۵‏ 
0 لقن 3= 
۸ ]112111110101 | 7-4 
1010100 11.1 1۱/2 1۰2 ]| ۸-5 
0سا ال 2 | ۱3 3 | 1 | ۸-6 
0 | 0 | 1 | 2|1 | 3 | 4 | 3 | 1 | ۸-7 
1١| 6|‏ ]211 | 3 |5 ]|4135 |1 ]0-5 
0 ۱2۱۱1 6۱5۱3 1۱4۱7 9 
5S | 3 | 2 | 1 | 1‏ |7 |9 | 8 | 5 | 1 7-701 
للتجزئة ,1,...,,, للعدد الصحیح الوجب 7 نکون شکل فیریرز 


(Ferrers diagram)‏ برسم 7 نقطه ف الحسيف رقم ¡ لكل #/ > >1. ة 36 شک 


فیریرز للتجزة 3211 للعدد 7 یکون : 


کذلك شکل فیریرز للتجزئة 4,2,1 للعدد 7 یکون : 


6 6 © © 
© © 
نت 
لكل شكل فيريرز لتجزئة للعدد 7 یمکننا الحصول على منقول 
(1۳۵05۲036) وذلك بتحویل الصفوف إلى أعمدة. لاحظ أن ما سنحصل عليه هو شکل 
فیریرز لتجزئة للعدد 7 نفسه. 
منال(۱,۲۱) 
تجزئات العدد 4 إلى آجزاء کل منها آصغر من أو يساوي 3 هي : 
3,1 
22 
2,11 
1,1,1,1 
كما أن التجزئات المقابلة لنقول شكل فيريرز للتجزئات المبينة أعلاه هي على 


اا 


2 
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نلاحظ أن عدد تجزئات العدد 4 إلى أجزاء كل منها على الأکثر 3 يساوي 
عدد التجزئات للعدد 4 إلى ثلاثة آجزاء أو آقل. في الحقيقة. يمكن تعمیم ذلك كما 
في البرهنه التالیه : 
مبر هنه(۱:۱) 
عدد التجزئات للعدد الصحیح الوجب 7 إلى آجزاء كل منها على الاکثر / 
يساوي عدد التجزئات للعدد 7 إلى / جا على الاکثر. 
البرهان 
لاحظ أن منقول شكل فيريرز لتجزئة للعدد 7 إلى أجزاء کل منها أصغر من أو 
يساوي ۸ یعطی شكل فيريرز لتجزئة للعدد ۸ إلى ۸ جزءا على الأكثر. وهذا 
صحيح لان أكبر عدد من النقاط في صف في الشكل الأول هو ۸K‏ على الأكثر وعليه 
فإن عدد الصفوف في المنقول هو ۸ على الأكثر. وبالعكس منقول شكل فيريرز لتجزئة 
للعدد 7 إلى / جزءا على الأكثر هو شكل فيريرز لتجزنة للعدد 7 إلى أجزاء كل 


تمارین(۱,۳) 
-١‏ اکتب عبارة مكافئة (علی شکل عدد الحلول الصحيحة لعادلة) لا يلى : 
(أ) عدد طرق توزیع 7 كرة متطابقة على 7 من الصنادیق الختلفة. 
(ب) عدد طرق توزیع 7 كرة متطابقة على 7 من الصنادیق الختلفة بحیث 
يحوي كل صندوق کرتین على الاکثر. 
(ج) عدد المجموعات الجزئية المكونة من ثلاثة عناصر من المجموعة 
.{A4,B,C,D,E}‏ 
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(د) عدد طرق توزيع ١‏ كرة متطابقة على 7 من الصناديق المختلفة بحيث 
يحوي كل صندوق كرتين على الأقل. 

۲- کم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 15- :2 + ,2+ 2 + و2 + ,£ إذا 
كان 0 < ,7 لكل 5 > > 1؟ 

۳- كم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 15 - ,£ + ,۲ + ول + و2 + 2 إذا 
کانت 3- < ۲ ۴ 

5- کم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 15- ول + ,۲ + ,+ ,+ × إذا كانت 
< ,۲ ۲ 

۵- کم عدد الحلول الصحيحة للمتباينة 10> +X,‏ ,2 + 2 إذا كانت 0< ,× ۲ 

5- کم عدد الحلول الصحيحة للمتباينة 10> +X,‏ ,۷+ ۷ إذا كانت 2-< ,× ۲ 

۷- كم عدد الحلول الصحيحة للمتباينة 10> ,× + ,۷ + × ذا کانست 
< ۲ ۲ 

۸- کم عدد الحلول الصحيحة الانية للمعادلتین 20 - 2 + ,۲ + ۸ + ,۲ + × و 
5 - ,× + ,× + × إذا كانت 0< ,¥ ۴ 

فك )ذا کان 2-52 هددا صحيهاء فافت ام اب83 

۰- اذا کان 3 < 7 عددا صحیحا فأثبت ا *2-(1۱+ 0۳و - (5),3. 


۱- اذا كان 4 < 7 عددا صحیحا. فاثبت ان 


11 1 
الا[ - دمي 


l2 [2‏ )هه 


8 1 مقلمة ف نظر ية التر کیبات 
۳- لتكن (,4,ه,5,»! X=‏ و 8,21 ,ع ,2 ! =۲. ما عدد الدوال الشاملة من 
الى الى 77 
۶- أكتب كل التجزرئات للاعداد 3,4,6,7. 
ت TT‏ ۱ 11 
۵ - اذا كان 7 عددا صحیحا موجیا فاثبت ان ]02م 
- اذا كان 7 عددا شا موجپا فاثبت أن (7)م = (27) م . 
۷- إذا كان 7 عددا صحیحا موجبا. فأثبت أن ۱-1 +0 = .p,)2۸+1(‏ 


۸- إذا كان 4 < 7 عددا صحیحا فاثبت أن 2= (7) ,2 . 


رفمن رسا 


THE INCLUSION-EXCLUSION PRINCIPLE 


یعتبر مبداً المجموع للعد أبسط مبادئ العد الأساسية» ويفيدنا بأنه إذا كانت 
ll EL al ۱ Cl o‏ 
في أبسط صوره - يعطينا صيغة لحساب | ,4لا 0٠٠لا‏ ,4ل ,4| عندما نسمح 
للمجموعات ,4 ,..., ر4 ,4 أن تكون متشابكة. 


فيما يلي سنفرض أن ل مجموعة شاملة منتهية معطاة وآن ,4 ...۸4:۰ 
2 = 2 حيث 
يؤخذ المجموع على جميع المجموعات الجزئية الممكنة 
7 ...1,2,۰ 3 


مبرهنة(۲,۱) (مبداً التضمین والاقصاء) 





مجموعات جزنیه من 4۶ ولكل وا < ع نضع 00 
مجر اعم 


|4, 4 9 ` UA, ۱ - 44 - وم‎ +... + )-1(۳ a, 


| 


5 مقدمة في نظرية التر کیبات 


البر هان 

لیکن ,4 2۸۱4:۱(۰۰۰۱ ×. عند حساب | ,۸۱۱4۱۰۰۰۱4 فان × يعد 
مرة واحدة؛ ویختلف الامر عند حساب کل من ,,9,,02....,0 . سنثبت أن إسهام 
× في حساب العدد ۲0 (1-) +۰.۰.۰+ رین - 0 يساوي 1 نفرض آن × ینتمی 
فقط إلى المجموعات رك..... برك .رك . إذن إسهام × في حساب العدد 


,۸4| ++ | و4 | +۱۸۱ ره يساوي 77. كذلك؛ إن إسهام × في حساب العدد 


: وي 2 م 


لأن إسهام × في حساب ,۸,۲۱4 يساوي 0 في حالة لر ...ءل © رط 


ویساوی 1 ف حاله زر[ ...۱ ارف وبالثل فان إسهام X‏ ف حساب العدد 


4 ۲۱۸۱| +۰۰۰+ ۸۱ NA, 








1 2 


111 ۱ 171 
,")++ يه- يه يساوي | ]۱ ۳(ب سب[ ] + لذن 0- | ] 


لكل 7> 7>1. ولكن باس‌تخدام مبرهنة ذات الحدين نعلم أن 


ا" 3 ۱ بل 68 وهذا يتم البرهان. 7 


في كثير من السائل» نحسب عدد العناصر التى لا تنتمى إلى أى من 
المجموعات ,4 ...رو4 ,4 مستخدمين النتيجة التالية مبدأ التضمين والإقصاء. 
نتیجه(۲,۱) 
إذا كانت N‏ مجموعه شامله منتهیه وکانت ,4 ,...,,۸ ,۸ مجموعات جزئية من 


17 فان ۵ (1-)+..۰- ۵ + عمد | | ۱( 4 0-04۱4۱۰۰۰ 


میدا التضمین والاقصاء 5:۳ 


والان نستند إلى مبدأ التضمین والاقصاء ونتيجته ونقدم مجموعة من 
البرهنات والأمثلة التنوعة. 
مبر هنه(۲,۲) 
عدد التطبیقات الشامله من المجموعه (,,14,,4:.....©6 -4 إلى المجموعه 


هساو B=‏ د 7 «mz‏ يساوي 


f 1‏ له ربا 7 n | ıl‏ 7 
مم 5 ار += "رم | تام ]۳ 
البرهان 
لتكن ل هي مجموعةش التطبيقات من 2 إلى [1. ضاع 
RK),‏ © ,60:0 17 < 4 لكل 7 > /> ۰1 حيث (/)۸ ترمز إلى مدى /ر. 
إذنء الطلوب حساب العدد |(,4 ۸۱۱4:۱0۰۰ - 0|. واضح آن 7۳ -|0|. 
الآن نحسب © من العلاقة | ,4 | +۰۰۰+| ,4 | | ,4 | - ».من تعريف ,4 ينتج 
أن |4| يساوي عدد التطبيقات من 4 إلى ,)81 وبالتالي فإن 


(n -1(۳‏ < |4۸ | 952-77 > ۲ > 1. ادن ")1— n(n‏ = . ل ساب 





,4 م 





ANNA ممه‎ 





2۸۱۲۱۸۰۱۰۸ يه نلاح ظ أن 


Fi 


۸ 4]» حيث 7 > تر lISi<‏ يساوي عدد التطبيقات من ۸4 إلى 


,۰2۱۵ وبالتالي فين 2(۳- 01 =| ر04 ,4]. إذنء 2(۳ »| | - يه 


(n 
» وبالمثل نجد أن "= | - به لكل 7 > ۶ > 1. اذن‎ 


U - ) نا رك نا رق‎ UA, (| = 4 | ل 0 + مح‎ E 


| 4 ا- n ۳۳ n 7-2 Mm‏ ااا او 
۳۹ ([-) + ) 2 + (7-1) 1 = 


2 k | 1 77 
= < )-1( ۳-۸ 5 

0 kK 

إذا كان (1,2,...,77) ج (,...,1,2):/ تبديلاء فإننا نقول إنه تبدیل تام 
)derangement)(‏ إذا تحقق الشرط التالى: ۶7 (۶) 7 لكل 7 > : > 1. نرمز لزمرة 


تناظر المجموعة (1,2,...,7) بالرمز ,5 ولعدد تبادیلها التامة بالرمز ,4 . 


مبر هنه(۲,۳) 
إن عدد التبادیل التامة للمجموعه (11,2,...,7 يساوي 
۱ 1غ 1 4 
nl + |‏ = ,0 
او !2 !] 


البر هان 

ضع ,3 < ۰0 ولکل 7> 1>۸ ضع eS: )6( - Kk}‏ 17 < 4. اذن 
الطلوب حساب العدد | (,24 4۱۰۰۰00 ل۱ 4) - . نعلم ان 7۱ <|,07|<|5]. 
الان نحسب ,0 من العلاقة |,4 |+-4:۲۰۰ |+|,4 |= ,۵. من تعريف 4 ينتج أن 


,4| يساوي عدد تباديل المجموعة ۱)۸ [71,... ,2ر1 وبالتالى فان 


1 
۱(۱ )۱۸۱ لکل « > # >1. اذن ۲ -((1- n(n‏ = 0 ليهات 





3 ۲۱۸, 





+۰۰۰+]|,۱4] كما + ,۱۸۱۲۱4 + +٠٠١‏ إيك [) ۱4۸ يه نلاحظ أن 
ا ۲۱۸ :۰۸ حيث 7 > [ > > ۰1 يساوي عدد تباديل المجموعة 


HE‏ وب تیا وبالتتسالى فان (2-) دا ,۱۱4 ۰ اذن 


مبدا التضمین والاقصاء ۵ ۶ 


71 


ده مس سه ور[ 


!2 ظ ظ 


8 > ۸ > 1. إذن 


| - ,> کل 


mesa.‏ + عد | 27ت نز UA UA‏ )ه11 





۱ ارر ۱ 
5 سب بش او ودب پوس dg‏ 
/ 71 ۵1 !1 . 11 ۱ !]| 
بت 8 م 1 یم 1 ۱۰ 1 1 م04 08 ۳ 
نلاحظ أن 0368 ع "ع بم سر (1-)+-..-+ ۳-1-7 من أجل قیم 


7 الكبيرة. ای إن عدد التبادیل التامة للمجموعة (۱۱,2,...,7 يساوي ۲ عدد 
تبادیلها تقريبا. 
مثال(۲,۱) 

نقول ان التبدیل ,لدع 7 ضال من التعاقب اذا حقق الشرط التالی : 
1+( )/7+1(۶)/ لكل ۸> ر>1. نرید حساب عدد التبادیل الخالية من التعاقب › 
والذي نرمز له بالرمز ,4. لاجل ذلك ضع ,5 < ۰0 ولکل "> 1>۸ لتکن 4 
هى مجموعة التبادیل ٤5,‏ 7 التی تحقق 6+1 -(6.,/)7+1 -(7)/ لا حدی 
قیم 7 > > 1. 

اذن الطلسوب حساب العدد |( ,4 ل)١٠٠لا‏ و4 لا ,ك4)- | - ,4. 
وابتغاء للسهو له نستخدم الان لغة او للحديث عن التباديل. نلاحظ أن 
تبديلا ما ينتمى إلى المجموعة 4 إذا وفقط إذا كان يحتوي على النسق 12. 
وبالتالی فانه يوجد تقابل من 4 إلى مجموعة تباديل مجموعة الرموز 
(,... ,12,34 . اذن !(1 - ) |4 |. بالشل نجد أن !(1-#) | ,۸ | 


لكل ۸ > ۸ > 1. وهكذا فان (1(۱ - 1())۸- ۸) = ,©. الآن» نحسب 


ار ,۱4) ,4+ ظط أنه 
إذا كان ,۸۲۱۸ فان 7 یحتوی على النسقین 23 و 12 آما إذا كان 
> فان 7 بحتوي على النسقین 34 و 12. فى الحالة الأولى يحتوي 
النسقان 23 و 12 على العنصر الشترك ۰2 وبالتالی فان کل :۸,۲۱۸ / 
یحتوی على النسق 123. إذن 4۸۲1۸4۰۱ يساوي عدد تباديل المجموعة 
[123,4,5,...,7) . آي؛ !(4-2) - | ر04 ,4 |. و الحالة الثانية لا يحتوي 


+... 4 











النسقان 34 و 12 على أى عنصر مشترك. إذن |:۸۲۱۸| يساوى عدد تباديل 
المجموعة (,...,12,34,5,6). أي» !(2- 7) = | و4 )١‏ ,4 |. وبالشل نجد أن 


7-1 
!)=| ,4114| لكل 1-1 > >> 1. وبالتالی فان 6-2 ۲ |= 


۱ ۱-1 
وبشکل عام نجد ان 7 3 ب لكل 7-1 > > 1. ادن 


۳ 0 17-( چا( - ۳ ر" !(1- ۷ ۱ =n!‏ و 
1 2 ۱ | 








ولکن 
(n =D!‏ 1 - 7 
ED. ۰)1 - (۱ < ) 1!‏ -0- 5 
إذن 
۱ ۱۱-1 1-2 7-1 
EEE ET‏ 


ات جم 7-2 7-1 
ا o‏ ۰۰۳۸۳ 3 2۱ ۰ ۱۲ = 


56 11 ۱ n 4 
n ا دبیم‎ Dp CP َك‎ 





























میدا التضمين ù‏ و الا قصاء ۷ 


ی 4 3 2 
E ۱) 4‏ 7 باخام بو وم | 


1م 1 1 1 
d + 4‏ دس ۳ ([1-)+. 1-14 | بمب )+--+ 1-1 n‏ 








ونلاحظ أن 











مثال(۲,۲) 

جد عدد الاعداد الصحيحة × بحیث 500 >< > ۰1 5 لا یقسم ۰ 6 لا 
يسه برع 8 له یقسم ۲ . 
الحل 
ضع (1,2,...,500) = ل وضع (×|5: ٤€‏ »| = ,4 و [:<|6:ناء «) = 4 و 
2:8 ×) = ,4 فيكون الطلوب حساب العدد |(4۱ لا :4 لار) - 0|. 


500 
نلاحظ أن مما =4 83 د EE‏ ا حا ,۱۸ 
ا 6 8 
وكما هو معلوم فان 4۱7 و |١‏ 5 إذا وفقط إذا كان 7| (77)0,5©/؛ لذلك نجد 
00 00 00( 
ان 16 =| را | .۸4 | .قز | 4كراء 20 | شا | باه 
ن 6 |-۱ ۰۱۸,۳0۸ 12-] ی || ,۰۱۸,۲۳۸ 20| لكك -ا باب 
4 ]مد ۳ ,۲۱۸ :4 (۲ ,۰۱۸ وبالتالي فان 


بل - يه + | |U‏ = | .لا ,لا ش)- )| 
9 = 4 -(20 + 12 + 16) + (62 + 83 + 100) - 500 = 
منال(۲,۳) 


الحل 
نلاحظ أن (2()5) = 40 ونضم (40.... ,12 U‏ 22لا 7« < نه و 
0:5 € ۳ = و4 . اذن 


0)40( = |U | -( 4 + |4 (+4 4| ]-۵ه‎ | 


6 - 4 + (8 +20) - 40 = 
وهکذا یمکن حساب (0)7 عندما نعلم تحلیل 7 إلى عوامله الاولية. 
مثال(,۲) 

جد عدد الحل ول الصحيحة للمعادلة 13- 2 + ر۸ +۲۱ بحيث 
(OSX, <9 0 ۲ > 6‏ 3< .1 > 0. 
الحل 
نفرض أن 7] مجموعة الحلول الصحيحة بحيث 0< ,× لكل 3> > 1. وآن 
4 مجموعة الحلول الصحيحة بحيث 7< ,۰۲ 0< ,۰1۲ 0 < ۲۱ وآن ۸4 
مجموعة الحلول بحيث 0< ۰۲ 10< ,۰2 0 < ,۰2 وآن ,4 مجموعة 
الحلول بحيث 0< ,× . 0< ,× . 4< رلا . إذن المطلوب حساب العدد 
(وك لا يك تارك ) - 0]. 


۱ 3-1+13 0 
واضح أن 105=| مر |<|0]. وبالثل نجد أن 


LT‏ كك فاد 
8 - -| ۸( 10 - -| بك | 
3-7 13-0 . 


میدا التضمين 1 و الا قصاء ۵ 


13-4 
سيدا 
4 - 13-7 ۱ 
وبالتالی فان 
18 - 0 -(0 +6 +0) + (55 +10 +28) - ۲105 (ب4 لا وك لا بل) - O |U‏ 
ينتج من تعريف اتحاد المجموعات ,4 .....يك 4۸ أن مبدا التضمين 
والإقصاء يعين عدد العناصر التي تنتمي على الأقل إلى واحدة من المجموعات 
,4 ...4 ,۸ . وللحصول على تعميمين بسيطين لهذا المبدأء نرمز لعدد العناصر 
التي تنتمي بالضبط إلى 7 مجموعة من المجموعات ,4 ,...,,4 ,4 بالرمز بره . 
زا زد الرمز ,,/ للدلالة على عدد العناصر التى تنتمي على الأقل إلى 7 
مجموعة من المجموعات ,4 ,...,.4 ,4 . البرهنة التالية تعطینا التعمیمین 


مبر هنه(؟,۲) 


۱ 2 +۱ ) ۱+ 77 
)ع( "a,‏ / ۳ كد ۳ ينا ۳ + ۳ Cr‏ 5 رگ 
FH‏ 111 
لال ال 
(ب) 474 77-1 ) ا Ora"‏ 1 - 77 ۳ 1+ - ور 5 476 mM‏ 


البرهان 
() لیکن 17 ×» حیث ‏ المجموعة الشاملة. نفرض أن × ینتمی بالضبط إلى 
7 مجموعة من المجموعات ,ك4 ,... ريك ,4 . إذا كان 7# > 7 فان إسهام ف 


حساب کل من الأعداد پر و ۰۰ ۰ و Ans Cnr‏ پوت يساوي 0 وبالتالى فإن إسهام 7 ف 


3-1+13-4 
۱۸ ۸۱20 ۰۱۸ = 5 





۸۱۲۱۸۰ )۱۸ 0 0 ۰ ۲۱۸ 0 ۱4, | 


5 مقدمة فى نظرية التر کیبات 


حساب كل من طرفي العادله يساوي 0. وإذا كان 77 = ١‏ فان إسهام × في حساب 
كل من العددين ,۵,ره يساوي 1 وان إسهام × في حساب كل من 
,2۰۰ يساوي 0 ؛ وبالتالی فان إسهام × في حساب كل من طرفي 
العادلة يساوى 1. آخیرا. نفرض أن ۸ > ۲ >77. نلاحظ أن إسهام × في حساب 


بر يساوي 0؛ كما ان إسهام × في حساب الاعداد ,0 و 9۰۰۰ 1 O,‏ 


۲ ۱ ۱ ۳ ۳ ۱ 


سیک 
استحدام سل )نج أن 
le‏ عمسار سام 
را 
CH 0‏ 95 5 


(ب) نلاحظ أولا أن 1+ e,‏ = بر ,© = ,1 وبالتالی فان 


ملء ما Eê FE‏ << كرا من نتاحیه اخری ؛ من نمرین ۱1 في تمارین 


71-2 71 


(۱,۲) نجد العلافه 


رما رما ریا ی 


التی تبسط لنا صيغة ,ع +“ ٣ر٤‏ + ره + يع = ,| الناتجه من (ا) إلى الشکل 


مبدا التضمين و الإقصاء 03١‏ 
1 - 71 ] 7 | 
۳ ۳۳| 4 44 - 1 
[ مور m+]‏ 1 - تبر 1 î‏ 
منال(۲,۵) 


نقول إن التبدیل ٤5,‏ 7 یثبت العنصر 2 × عندما یکون 
× = () . نسة خدم الرمز رآ للدلالهة علی عدد التباديل 65S,‏ / التي تثبت 


۱ ۸ ۱ 
بالضيط 7 عنصرا من العناصر و واضح ان م4 r‏ لانه اد 
كان / يثبت بالضبط 77 عنصرا فلا بد أن يصاحبه تبديل تام ل 7-77 عنصرا. 
نريد حساب ,,, . باستخدام (أ) من مبرهنة(۲,۳) والنقاش المتضمن في مثال (۲,۱) 


نجد ان 


m+] 1 77-7 i‏ ظ 
mn 4‏ ۱ ۳۰ م En <A mM‏ 5 بر 


11 771 + 1 77 ۱ ( 77 
=| 0-۳ (n - 1 - +۰۰۰+ا(1‎ )-1(” 
7 m ۱۱ + [ | mm 
11 . | ۲1 -- 111 |" ۲۱ | 
=| | )-7(!- )--1(۲+۰۰۰+ ۱۳ || ld, 
1 ۱ 111 | 


مثال(5,؟) 


3 


۱ ۱ 17 1 
۱ ۸-1 
الحل 
نفرض أن ا i‏ 10,1۳ > , ۲ : 3 بدا لا ولکل 1,2,....7< / 
نفرض آن o‏ لاع SEN,‏ ,4 . نحسب عدد المتتاليات التي تحتوي 


بالضبط على 0 واحد. أولاء لكل 1,2,...,7 ۶ توجد متتالية واحدة بحیث یکون 


۵۲ مقدمة في نظرية التر کیبات 


0 حدها رقم 7 بينما تکون حدودها الأخرى 1. إذن عدد المتتاليات المطلوبة 


يساوي 7. ثانياء حسب (أ) من مبرهنة(۲۰۳) فإن عدد هذه المتتاليات يساوي 


EE 1 / 7‏ 77 2 
سو 1 اك م 5 Ka,‏ 2-1 7 0 ]۳+ بیع[ 1 0 
kK‏ |= ۲-1 ۱ ۱ 
۱1-۸ ۳ ز ۲-1 
إذن 2 (1-),2 دم 
k=]‏ 


ونلاحظ أنه يمكن الحصول على العلاقة السابقة بطريقة غير تركيبية كما 
يلي 


من مبرهنه ذات الحدين نجد ان 


) +2)" = 3 9 : 


لاحم 


باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى × نجد أن 


n(x + 2 = اد‎ 2 


k=] ٠” 


وعندما یکون [- = × نحصل علی 
|7 لب 

F-1 rE‏ 1 ,1 وه 

11 8 ٠ 


ادع 


تمارين 
-١‏ أظهر استعراض لتسجيل 100 من الطلاب أن 32 طالبا مسجلون في المقرر أ« 
4 طالبا مسجلون في المقرر ب» 47 طالبا مسجلون في المقرر ج» 11 طالبا 
مسجلون في القررین ب و ج» 2 طالبا مسجلون في القررین أ و ج» 12 طالبا 


دا التضمين و الا قصاء ۳ 


مسجلون في المقررين | وب و آن د طلاب مسجلون في القررات الثلاثة. جد 
عدد الطلاب غير المسجلين فى أي من المقررات الثلاثة. 

۲- أجريت اختبارات على 200 عينة من المياه الجوفية بهدف البحث عن وجود 
لا ملاح 5 ب» ج فيها. فوجد أن 4 عينة تحتوي على الملح [ 10 عينات 
عدوي على الم ب © عينات توي على الم ب:. © عبات لاحتوي غلبى 
الملحين أ و ب. 6 عينات تحتوي على الملحين ب و ج» 4 عينات تحتوي 
على الملحين أ و ج» وعينتان تحتويان على الملحين أ و ب ولا تحتويان على 
ملح ج. جد عدد العینات التي تحتوي على الاقل على واحد من الا ملاح الثلاثة. 

۳- () جد عدد تبادیل 1,2,...,11 التي تترك کل عدد زوجي في موضعه الطبيعي 
وتجعل کل عدد فردي فى غير موضعه الطبیعی . 

(ب) ما هو عدد تبادیل 1,2,...,11 التي تترك بالضبط 4 آعداد فى آماکنها 
(ج) جد عدد تباديل 11,... ,2ا التي تجعل كل عدد شردی 1 غير موضعه 
الطبيعى. 

-٤‏ جد عدد تبادیل 1,2,...,7 التی تترك کل عدد زوجي في موضعه الطبيعي 

وتجعل کل عدد فردي في غير موضعه الطبيعي. 

۵- جد عدد تبادیل ,...,1,2 التي تترك بالضبط ۲ عددا فى أماكنها الطبيعية. 

5- جد عدد الحلول الصحيحة للمعادله 20 = :۸+ ,۸۲ +۸1 + وأ + ,۲ 

و 0252210 لكل کا 


(ب) 8 > ,۸ > () لكل <,... شا < 1 
۷- جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 = ,2 + 2۱ + ,1 + ,2 بحيث يكون 
(0) 2258 >0 لكل 1-1234 
(ب) 2 > ۸ > 10 - لکل ردك | < 1. 
(ج) 08 كرك ذاء که عا USA SOUSA S9‏ 

۸- جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 < 2 + ,2 + 2 بحيث یکون 
1 ۲ > 5 14> 2 > 6 24 > إلى > 10. 

4- إذا كانت (1,2,...,999999) = 4 ۰ فما هو عدد الاعداد التي تنتمي إلى 4 
والتى مجموع أرقام کل منها یساوی ۴15 

-٠‏ جد عدد المجموعات المضاعفة من السعة 15 المأخوذة من المجموعة 
| هروه یره = 4 بحیث یکون تکرار ,۵ آصغر من 5. تکرار ,8 آصغر من 
7 تكرار ,© أصغر من 6. 

أ١-‏ جد عدد الأعداد الصحيحة ۰7 2000 > 7 > 1 بحيث 
O)‏ اك ۰2۱7۰3 زب 2۱7,375,۲۷۸ (ج) 15/7 |71,3 21 . 

۲- جد عدد تباديل الحروف 2 ول و2۲ و...:0 ,0,0 التى تحتوی علی أى شخ 
الأنساق „path, train, time‏ 

۳- جد عدد تباديل حروف الكلمة 60021101 التى لا تثبت أى حرف من حروف 
العلة „a, €, 1, 0, U‏ 


£ 00 احسب ووو ان 


مدا التضمين و الا قصاء 6 م3 


(ب) إذا كان 11660 يساوى عدد التباديل التامة للأعداد ...2 التي 
تظهر فيها الأعداد 1,2,3,4,5 في الواضع الخمسة الأولى من التبديل التام: 
قحد ۸. 


۵- إذا كان 2۳۶ =۸ حيث 2 و رم عددان آولیان مختلفان» فأثبت أن 


ولد 1 = p(n)‏ ثم احسب (0)135). 
2 ۲ 


۱ 
- استخدم میدا التضمين والاقصاء لحساب عدد الأعداد الأولية التى هی آقل من 
5 . [ارشاد: اذا كان 1 < 7 عددا تسیا مؤلفا فإن له قاسما أوليا أصغر من 
أو يساوي ۲۰۷۲ 
۷- استخدم مبدأ التضمين والإقصاء لحساب عدد الاعداد الأولية التى هي أقل من 
1ك : 
۸- إذا رميت 8 أحجار نرد مختلفة فجد احتمال أن تظهر جميع الأعداد 
0.106 . 
04- جد عدد ترتيبات الحروف ,2,2,6 ,2,2 ,0,0,0 بحيث 
0 لا تکون اي 3 حروف متعاقبة من النوع نفسه. 
(ب) لا يكون أي حرفين متعاقبين من النوع نفسه. 
۰- جد عدد ترتيبات الحروف 0,٥, ou‏ ,0 ,ط ,6,5 ,2 ,© بحيث لا تكون الحروف 
-١‏ جد عدد ترتيبات الحروف 4 و4 و1 رعرء,.5,2,ه ,كه بحيث لا يكون أى 


۲- جد عدد ترتیبات حروف الكلمة 17111111101111 بحیث 
0 يوجد زوج واحد على الأقل من الحروف التعاقبه من النوع نفسه . 
(ب) يوجد زوجان على الأقل من الحروف المتعاقبة من النوع نفسه. 
(ج) يوجد زوجان بالضبط من الحروف المتعاقبة من النوع نفسه. 
۳- جد عدد طرق توزيع / كرة مختلفة على 7 صندوقا مختلفا 7 < 7 بحيث 
لا یکون اي من الصناديق خالا 
-٤‏ استخدم الاستقراء الرياضي لاثبات مبدا التضمین والإقصاء. 
۵- استخدم نوعا من الاستقراء الریاضی الخلفی لاثبات العلاقة العطاة في (ب) من 
مبرهنة(۰)۲,۳ كما يلي : 


و لاحظ آن جك ,۰ < ,] 


۸ 


(ب) لاحظ أن ,+ ©6- رآ 


۸1-1 
n - [ ۱‏ 
)ج( انيت ان م 7-2 4-1 2 2 


/ 


۳-1 


(د) لكل 177-1 لاحظ أن .7+ - 


(ه) استخدم الاستقراء الرياضي الخلفي ثبات الطلوب. 


رهن رمات 


الدوال المولدة 
GENERATING FUNCTIONS‏ 


يبرز هذا الفصل ترابط فروع علم الریاضیات؛ حيث دستخدم خواص کنیرات الحدود 


(۳,۱) مقدمة 
يختزل الكثير من مسائل العد إلى مسألة إيجاد الحد العام ,6 لتتالية (,6) 
من الشكل ...,,40,4,,47,...,4 وتعتبر طريقة الدوال الولدة إحدى الطرائق الفعّالة 
لإيجاد ,» حيث نجد دالة مولدة للمتتالية (,4) ثم نستخرج ,© منها. 
تعرف الدالة المولدة العادية g(x) (ordinary generating function)‏ 
للمتتالية (.») بأنها متسلسله القوی الشکلیه (formal power series)‏ 


1 
۰°+ 6 +...+ 2ر2 + 2 + 0 = م = ()8 
n=Û‏ 


0۷ 


۹ مقدمة ‏ نظرية التر کیبات 


وتعرف الدالة الوا لدة الأسية )exponential generating function)‏ (7)1 للمتتالية 


(,) بأنها التسلسلة 


Fî 





” ]1 زیا 
1 ¥ ۱ 
و ۵ +۰۰۰ + ره +۲ + h(x)= > a, — = a,‏ 
|0 * 121 
: . 0= 


از " 


الدالة الولدة العادية (×)ع للمتتالية (*2) هی 


2)( = 2" x" EIFFEL وو و‎ IP os 


رادم 


ويمكن الوصول إلى كتابة (×)ع على الشكل TET‏ = ()م الذي يسمى صیغه 

فين . الأول لا يتعلق 
۱ : 

بالدوال وتقارب التسلسلات حیث ننظر إلى س على آنها النظیر الضربي 


7 (م<2 -1) لتسلسلة القوى الشكلية ×2 -1 ف حلقه متسلسلات القوی الشکلیه 





مختصر 5 (101۳0012 0ع0105) ل (×)ع من خلال منظورین مخ 


[[:]إنة على حقل الاعداد المركبة € . اما الثاني فنری من خلاله سس علسی 
أنها دالة ممثلة بمتسلسلة القوى +٠٠0‏ ”بر”2 +...+ ”× *2 +2 +1 عندما 
إ> × > + -. وتوخياً للسهولة فإننا سنعتمد المقاربة الثانية لتقديم الدوال المولدة. 
ويستطيع القارئ أن يعود إلى أحد كتب حساب التفاضل والتكامل لمراجعة موضوع 
متسلسلات القوى وتمثيل الدوال بها. 
مثال(١,")‏ 

جد الدالة الولدة العادية للمتتالية ...,ا,...,1,1. 


الحل 


)سس ...+ "عو د ۰ +( عد ] دروام 
3 ل 


الده ال المولدة ۵۹ 
منال(۳,۲) 
جد الدالة الولدة الاسية للمتتالية ...,ا,...,1,1. 


الحل 


2 11 

۳8 x ۱ 

hx) - 1+ x + +... +... < دم‎ 
24 n! 


ومن هنا جاء استخدام كلمة "آسیة" في التعريف. 

ملاحظات 

فيما يلي سنستخده الا صطلاحات التالية : 

-١‏ نستخدم عبارة "الدالة المولدة” بدلاً من "الدالة المولدة العادية”. 

۲- نستخدم عبارة "الولدة د ,۵" يدلا من "المولدة للمتتالية (,©)”. 

عاب |ذا كان نص السالة لا بحتوی صراحة آو ضمنا علی منتالية واستخدمنا عبارة 
"جد الدالة الولدة ل ..." فاننا نقصد بذلك تعمیم السالة بحيث تحتوي على 
متتالية یکون حل المسألة الاصلية آحد حدودها. 


(۳,۲) الدوال الولدة العادية 
مثال(۳,۳) 
کم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 7ح ,× + ,۲ إذا كانت 1> ,× > 0 
و 2 > ,1 > ۴1 
الحل 
من الجدول آدناه یتضم أنه يوجد حل واحد اذا كانت 7-1 أو 3< ۲ وحلان اذا 


کانت 2 - ۳ . 


+ 2 | ا ۳ 
۱ 


1 


22 | نس | نس 


لا | يخ | دیا 


مثال(۳,4) 
أوجد مفكوك ( ”× + مر( مر + در) 
الحل 
x +“ ( FU + (+ e) +× (‏ + 3 


0+3 


اي ل + ڑب چ اچب اچب + امرامو ‏ 

×+ 2+ ابر - ×+ ”+ + ای 
لاحظ أن معايل ان فى مفكوك ( ”× + کر( برد (x‏ یساوی عدد حلول 
العادله ق مثال(۳,۳) عندما وخسر د < ,[ < ۳ على الترتيب. ويمكن تعميم هذه 


للاحظة كما في البرهنة التالية. 


مبر هنة(۳,۱) 


ليكن ,4 هو عدد الحلول الصحيحة للمسألة 


X + و‎ +--+ =F 
Ta لخن‎ A لكاي‎ oa 


دسر ۸ ۲۱ 
ان الدالة الولدة العادية للمتتالية (,0) هی 


+ ور‎ +۰. + +۰97.) +x +9 


| | 


0 = ()ع 





الده ال الو لدة ۱ 1 


البر هان 

ان حدا نمطیا في مفكوك (×)ع قبل التبسیط وتجمیع الحدود التشابهة یکون على 
الكل التي + بزع وتاج حیث الخد "7 مأخوذ من العامل 
+٠٠9‏ “×+ ۳) لكل 1,2,...,7< ۶. وبعد التبسیط یکون الحد النمطی على 
الشكل "۳۳ . وللحصول على ”× لا بد أن یکون ۳< ,ءه +۰۰۰+ ينه + . 
آی . د بسك أن يكون ,0 < ,2 ...ور = رل ,0 < ,1 حلا للمسألة العطاة 
وبالتالی فان معامل × في مفكوك (×)ع يساوي ,4. إذن (*«)8 هي الدالة الولدة 
العادیه للمتتالیه (.0). 

نتیجةر۳۲,۱) 


I= SORE E 
'A—-1]1+01 ۶-1 + [ عن‎ 
=| + اك ...+ ر‎ 
لا‎ | | [1 kK 
البرهان‎ 


+٠٠"‏ ”× +× +1) هی الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 
+٠٠٠+ ¥, =۸‏ لكر + ,× . ومن نتیجةر۱,۱) فإن معامل “1 في 


۲ / + 1 - 7 
ی اج + 6 بو[ ۱ 


متال(۳,۵) 
آوجد الدالة الولدة لعدد المجموعات الجزئية من السعة ۲ المأخوذة من 


۲ مقدمة في نظرية التر کیبات 
الحل 


711 7 1 
۱ را‎ F 


n) 77 1 
9)1( = 8 + | 0 ١ء ترا‎ -)1+«(" 


أوجد الدالة المولدة لعدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 


منال(۳,۷۱) 


0 - ,42 + 32+ 2+ 2 . 
الحل 
لكل 114 ضع ,21 . ومنه 30 < ,3 + ¥ + ,1 + ظ. أي أن الدالة الولدة 
لعدد الحلول الصحیحه غير السالبه للمعادله 30 = ,42+ ,3۸+ ,2۸+ ,2 هی 
نفسها الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 < ,7۲ + بل + رل + 1 
یا ی یک ات( 
۾ 0,4,8,...,4K,...‏ 35 1 . من مر هنه(۳,۱) » الداله الولدة هی 
x +...‏ + کر +1) + x‏ + بر +)(۰..+ x"‏ + بر + 1+ g(x) = )1 + x + x”‏ 
منال(۳,۷) 

آوجد الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة 10= ,× + ,× + X‏ 
اذا كان 0,2,4,۰۰۰ = 2 لكل 1,2,3 < ز. 
الحل 


من مبرهنة(۳,۱). الدالة الولدة هی *(...+ + “×+ ”× +1) =(x)ع.‏ 


الدوال المولدة ۳ 


متال(۳,۸) 

أوجد الدالة المولدة لعدد طرق اختيار أربعة أعداد غير متعاقبة من بين 
الأعداد 1,2,...,7. 
الحل 
افرض أن 7 > ,7 > ۸ > ,7 > 7 > 1 أعداد غير متعاقبة. لتکن 

XA < وكأ و7‎ =H - بش و7‎ SR - و2 - 11 < ره ور‎ 2۸۰ = 7 - RF, 

لاحظ أن ۸= ,× + ,× + + ,۳ + . كذلك 1< ۲ 1<09. بمساآن 
الأعداد غير متعاقبة فان 2< ,× لكل 4 > > 2. علیه» أى حل صحيح للمعادلة 
7 ح :+ ,2۸ + + )+ 2 بحيث 1< ۸ و۸20 و2< 2 لكل 4 > 7> 2 
يعطي أربعة أعداد غير متعاقبة والعكس صحيح. من مبرهنة(۰)۳,۱ الدالة المولدة هي 
E ES)‏ رب “لدع عد تيو عد SN‏ “بودي < ()2. 

ان استخراج ,0 من الدالة الولدة (×)ع یتطلب أحيانا ایجاد مفکوك 
عبارات من الشکل "(0..+ ”×+ × +1) ومن العم ۰ eT‏ و ات[ 
وهذا ما تفصله البرهنة التالية. 
مبرهنه(۳,۲) 


لكل عدد صحیح 0 < 7 فان : 
۱ 17 1 
| 2 س 1 
x) 2 (۱‏ +1( 


ادم 


Mî + 7 | 7# 1‏ 
(ب) ۳ (1-) 2 < 1-۳(۳) 
aT 2‏ 
2 در 1 ۱ 
)ج( ۰ + أت +۳ ب |[ = و 


(۰ >۷( 


© |[ م7 دم ۱ ۲ 
(د) ۳ دا ۳ 
۱ 1 
ذه) ۳ (-1-۳(۳)1) = ۳( ”ير +...+ ”× + x‏ +1) 
a,x" (۵ ۸ ( ۳ 2 ۷, + 0۵, FFA DJ O)‏ ) 
لامر (۳<۱ اعم 
البرهان 
باستخدام مبرهنة ذات الحدين نحصل بسهولة على كل من (أ) و(ب). وتم إثبات 
(د) في نتیجة(۳,۱) وبعد مبرهنة(5١1١)‏ مباشرة وأما (و) فهى تعريف حاصل ضرب 
متسلسلتو قوی. وأخیرا فان ”× 1( ”...+ بر + بر +1)(ءر -1( تؤدي إلى 
(ه) . 
منال(۳,۹) 
آوجد معامل ”× فى مفكوك (۰۰۰+ ير + ). 
الحل 


0-0( - + × بجر و (UE‏ ۰.۰+ گر + O‏ 


000 تس تس ۳ 
م ا ¥ 5 سا ۱ + | 0 77 = 


مثال(۳,۱۰) 
أوجد معامل × فى مفکوك ×+ ×+ ×+ ×+++×+1). 


الده ال المولدة م - 


الحل 
| یر - | 4دک كى 3 2 
+x) = ۱‏ جزل +x‏ جر ۱۱2 


7( -1) “60م -) = ۱ 
2 — 


AS‏ ما ناه 


ومنه معامل × يساوي 


من 


منال(۳,۱۱) 
جد عدد طرق الحصول على المجموع 9 عند رمی ثلاثة آحجار نرد مختلفة. 
الحل 


لكل 1,2,3 -: ليكن ,+ هو العدد الذي یظهر على الحجر رقم 1. عليهء العدد 
المطلوب هو عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 9 - ی 0 يبحيث 





6 > ,ل > 1.ليكن © هو عدد الحلول الصحيحة للمعادلة =٣‏ 1۱ + ,۲ + ,۲ 
بحيث 60 > الل > 1. من مبرهنهة(١,؟)2‏ الدالة المولدة للمتتالية (.2) هى 
"نو LCI CE‏ "يو دير )۳ وبالتالى فان العدد المطلوب هو وه 





4 
مد | بر ۳ 57 ۲ 
3 ۱ - مر ...لير +1 =x‏ “لير + بر + كبر + بر + ور +یر) = g(x)‏ 





(1—x) 
dg Zl 
= (x 3 + 3” - × 2 ۳ ۱ 


57 هنا‎ ¥) _ x )1- ۳ ( )1-x×(7 = x )1-3x° + زر - رو‎ ١ 


ا 


متال(۳,۱۲) 
جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 20 = ,526+ ,22+ ,2 بحيث 
0< .2 لکل 1,2,3 < 7. 
الحل 
لنضع ,5 ح ول و21 ح رآ و ,۲ = 1[ . فیکون العدد الطلوب هو عدد الحلول 
للمسألة 
+H +¥, = 0‏ 
=U u‏ ( 
۳ 
SUSU‏ 
إذن الطلوب هو ون حيث .© هو عدد الحلول الصحيحة للمسألة 
=F‏ .+ رز + ۲ 
۰ يالك ۲ 
I‏ 
F =0,5,10,...‏ 


ولهذا الغرض نفرض أن I‏ = ()ع هی الدالة المولدة للمتتالية(,ء). 


۳= 


بالاستناد إلى مبرهنة(۳,۱) نجد أن 


الده ال المولدة > 


+x" +9‏ ثير + )...+ +x"‏ شير + 1)(...+ مر ج ير + 1) - gO)‏ 
1 1 1 1 


۱ 1 
(< Cx إذن‎ 
)1- (1-2 ()1- × ( 2 ١ 


1 ml 1 38 
<< 6" - ۸ ۵. ضع‎ 
CD) gs 7 ضع‎ 





۳ ۱ 
غنقید. 8221 لكل تیا( رص رز ۲ص[ ) حدم 
4 و 
۱ 


ا : 3 ۳ .سح 
,رش( 0 ( 1-7( -1) 


انث b,x’ = (1 „(3 N ۷ a,x" = (1 - x) b,x"‏ 
ET - aT -‏ 
وبالتالى فإن 
8+ 1- م,0+ =a‏ رم لکل 0 - ۰۲ ره + ,= cc,‏ لكل 0 < ۲ 
حيث 0= =٤,‏ .۵ عندما یکون 0 > ۲ . 
وبالحساب الباشر نجد أن 
1 - مر ,8 = 6 ,6 عمط ,3 = وط ,1= و 
ومنه فان 
29 وه ,215 o;‏ ,لاا ع وت 4 < Sle,‏ 6 

وبالتالی فان عدد حلول السالة العطاة هو 29 - مره . 

لكل عدد صحیح ۰72۱0 لیکن ,م هو عدد تجزئات 7 و1- رز اصطلاحا. 
تزودنا المبرهنة التالية بالدالة الولدة للمتتالية (,)؛ والجدير بالذكر أنه لا توجد 


طريقة سهلة معروفة لاستخراج ,7 من هذه الدالة. 


مبر هنه(۳,۳) 


إذا كانت 00ع هی الدالة الولدة للمتتالية (,۰)۵ فانه یمکن كتابة :)ع على شکل 
حاصل الضرب اللانهائي "(-] [-(80. 

۱ احم 
البرهان 


لأي تجزئة للعدد 7# ولكل 7 > > 1 ليكن ,1 هو عدد مرات ظهو ر العدد 7 ف 
تلك التجزئة. إذن ۸= ,1۲ 7 +۰۰۰+ ,2۸+ ,1 حيت 0 < ,2 عدد صحیح 
لكل + > ۲ 1. وبوضع , 2 ,۲ لکل 7 7> 1 نجد آن ,7 يساوى عدد 
الحلول الصحيحة للمعادلة 7 - 7+...+7 + 7 حيث ...,0:3,2< 1 لكل 
7 > 7> 1. 
وبتطبيق مبرهنة(۳,۱) نجد أن ,7 يساوي معامل × في مفكوك [a‏ 

k=] 


ومن الناحية الأخرى» لحساب معامل ¥ في مفكوك '(“د-1)| [=0)ع 


=۸ 
فاننا نهمل العوامل 
LL‏ 
(..+ “+ “مر + ) - --- (-1) 
۳ 
حیث 7< ۰ وبالتالی فاننا نحسب معامل "× في مفكوك "(-] | . وهکذا فان 
5 ادع 


,7 يساوي معامل × في مفكوك (×)ع. إذن (8 هی الدالة المولدة للمتتالية (,2) . 
لكل عدد صحيح 21 لیکن ,© هوعدد تجزنات 7 التى أجزاؤها 
مختلفة وعددها زوجى وليكن ,0 هو عدد تجزنات 7 التى أجزاؤها مختلفة 


الدوال المولدة 1۹ 

متال(۳,۱۳) 
إذا كان ٥,‏ - ,6 = ,4 لكل عدد صحیح 1< 7 و 1< ,4 . فانه یمکن 
كتابة الدالة المولدة للمتتالية (,4) على الشكل 1-5[ [-ومع. 
7 
البر هان 
نجد بسهولة |3 (+10 [-و)ع هى الدالة الولدة للمتتالية (,4) حیث ,4 هو 
عدد تجزئات 7 التي ا مختلفه و 1< به (انظر تمرین ۳۰ في نهایه هذا 
البند). ولحساب معامل "× في مفكوك (-1)] 1 فإننا نهمل العوامل (“×-1) 
۲ 
حيث 7 < ۲ . وبالتالی فاننا نحسب معامل "× في مفكوك (-] ]. نلاحظ انه 
كل تجزئه للعدد 7 بحيث تكون أجزاؤها مختلفه وعددها ۲ ند "(1-) 
في معامل ”*. فهثلا التجزش2 13-1+3+4+5 تقابلالحد 
(کتدس)( ×-)(×-)(×-) في مفكوك 10-1 ] وبالتالي فهي تساهم بالعدد 
"(1-) فى معامل "7 ؛ أما التجزئة 3-27] فانها تقابل الحد 
(”-)(*<-)(*-) في مفکوك 10-1 ] وبالتالى فهى تساهم بالعدد '(1-) في 
افا 7 ولا كان 1= ”(1-) لكل عدد زوجي 7 و1-- (1-) لكل عدد 
فردي 1 فإنه ينتج ان معامل × في مفكوك ]1 يساوي ,0,7- ,6 . 
7 


مبرهنه(۳,4) 


۱ (32 
| )1( ید = م,‎ 
r <O, 22 


K(3EF1) 
0 لاتكناك عو ور‎ 


لو تقل عة الك كنات 


البرهان 

لتكن 5 هی مجموعة تجزئات 7 التى أجزاؤها مختلفة. إذا كانت »> 2 وكان 
۴ هو شكل فيريرز المصاحب ل 2 فإننا نستخدم الرمز (5)2 للدلالة على أصغر 
أجزاء ۸ ونسمى السطر المقابل لب (5)2 في ۲ قاعدة 2 ؛ كما نستخدم الرمز 
(7)2 للدلالة على طول أطول متتالية متناقصة حدودها أعداد صحيحة متعاقبة 
وحدها الأول هو أكبر أجزاء 2 وحدودها الأخرى أجزاء ل 2 ونسمى الخط الکون 
من النقاط الأخيرة ف الأسطر القابلة لحدود هذه المتتالية فى 1 وتر ۸. فمثلا إذا 
كانت 2 هي التجزئة 10+9+8+6+5 فإن 5-(5)4 و3-(7)2 ويوضح 


الشكل التالى كلا من وتر ۸ وقاعدة ۸ : 


کے 
ےم ۱ ۱ : 
,© © © © © © © © 6۵ ه 
7 
0 © © © © © © © 
© © © © © © © © 
سر ) 
© © © © © © 
000 ااا 5 ور سبي 
C0 © © ©‏ 
سسس ا ال ليسي 
۱ 
قاعدة ب۸ 





أولا : إذا كان (۸)2 > (۸)2 وکان تقاطع وتر 2 وقاعدة 2 خالیا أو إذا كان 
1 - (۸)۸ > (۸)2 وكان تقاطع وتر 2 وقاعدة 2 غير خال فان العملية 8 تعني 
حذف قاعدة ۸ وتوزیع نقاطها نقطه نقطه على الاسطر العليا لتکون وترا للشکل 
الناتج. 
انياً: إذا كان (7)2 < (2) وكان تقاطع وتر ۸ وقاعدة ۸ خاليا أو إذا كان 
2 (۸)2 < (۵)2 وكان تقاطع وتر 2 وقاعدة 2 غير خال فان العملية 77 تعنی 
حذف وتر 2 واضافة نقاطه اسفل قاعدة 2 لتکون قاعدة للشکل الناتج. 

بما اك اجراء 2 یتطلب آن یکون 11 (2)2 واجراء 7 یتطلب أن 
یکون (7)2 < (5)2 فانه يمكن على الاکثر إجراء إحدى العملیتین ۶ و 77 على 
أي شکل 7 من آشکال فیریرز. ویمکن التحقق بسهولة من أنه إذا كان اجراء 8 
على الشکل 7 ممکنا ويعطي الشکل "7 فان اجراء 71 على "7 ممكن ويعطي 
. وبالثل إذا كان إجراء 77 على الشکل 7 ممکنا ویعطی الشکل "۴ فإن 
اجراء 8 على ۲۳ ممکن ویعطی . ولا كانت کل من ظ و 7 تخیر عدد 
الأجزاء بواحد فان 8 و 1 تحدثان تقابلا بين مجموعه التجزنات التى اجزاژها 





كان إجراء 8 و 77 ممكنا. وبالتالى فإن 0= ,0- ,© في هذه الحالة. 

إذا كان (7)2 > (5)2 فانه لا يمكن إجراء 8 فى حالة واحدة فقط وذلك 
عندما يكون تقاطع وتر 2 وقاعدة 2 غير خال و(7)2 = (۸)2. لتكن الحال كذلك 
و -(2) = (5)2. اذن ۱ 


لا = (2-1) +...+(2 +غع) + (1+غ) +ع < ۱ 


۷ مقدمة ثل نظرية التر کیبات 


اذا كان (7)2 < (۰)2۸ فانه لا یمکن اجراء 77 فى حالة واحدة فقط وذلك عندما 
یکون تقاطع وتر ۸ وقاعدة ۸ غير خال و(7)2 -<1-(5)2. لتکن الحال كذلك 
و 6 - (م)م < 1- (۸). إذن ۱ 

u‏ +...+جو+یل موده +( +) ور 


و یملاحظه4 أنه لا بوجسد عسددان صحيحان موجبان ۲,6 بحيث 
k'(3k' -1( 3/6 +1)‏ 
2 2 


حذف شكل واحد عدد أسطره م من أشكال فيريرز عندما يكون 


وبالتالى فان “(1-) = ,0- ,»© فى هذه الحالة. ل 


فنجد أنه يمكن إحداث التقابل المذكور أعلاه بعد 


„ _KGkFD 
2 


تنتج التطابقة التالية مباشرة من مبرهنة(۳,4) ومثال(۳,۱۳). 


مبر هنه(۳,۵) (متطابقه آویلر (Euler’s Identity‏ 


باه ۵-1 
22 ۲ 


+2 ع“ اماد م- )| ] ۲7 
k=‏ 1=( 
بالاستناد إلى متطابقة أويلر ومبرهنة(۳,۳) نحصل على المتطابقة 
بتكم د ROY KY‏ 7 
Dp ]=1‏ مب ۱+6 
حمر ۲-1 
وبعد حساب معامل ”× . 1< 7 من الطرف الأيسر لهذه التطابقة ومساواته بالصفر 
نحصل على العلاقة الارتدادية 
p(n) = p(n -1( + p(n - 2(- p(n —-5)— p(n—7)+‏ اي 


p(n -12( + p(n (5ذ1-‎ - p(n - 22) + -6)م‎ 26) + ۰ 


الده ال الو لدة VY‏ 


التی یتکون طرفها الأيمن من عدد منته من الحدود (1-) حیث 0 < ]-7. 
ویمکن استخدام هذه العلاقة الارتدادية بفعالية لحساب (7)7 كما يوضم الثال 
التالی. 

مثال(۳,۱) 


احسب (2)11 . 


الحل 


- (0)م اصطلاحا وبا لحساب الباشر نجد أن 


7 < (5) ,5= (4)م ,3= p(3)‏ ,2 < (2)م ,1 < (1)م 
الان“ نستخدم العلاقة الارتدادية (*) لان‌شاء الجدول التالی الذی يبين أن 


. p)11( = 6 


n" {SITS 
IEDR 7 ۱۲۱15] 0 
(0-2)م‎ 1 
۸-9۱1۱ 1 
۸-7۱ - 11 ۲ ۱ | 3 


المبرهنة التالية تبين لنا كيف ننشی دالة مولدة جديدة من دوال مولدة معطاة. 
وستظهر أهمية هذا الإنشاء في حل السائل التعلقة بإيجاد بعض المجامیع. 
مبرهنة(7”,5) 
إذا كانت ()2 هى الدالة الولدة للمتتالية (,6) و(*)7/ هی الدالة الولدة للمتتالية 


(,5)» فان : 


0 00 هى الداله المولدة للمتتالية ( ۵04۰۰4۵ + 4). 
(ب) (0/:) +()2,) هي الدالة المولدة للمتتالية (,25) + ,4)).» حيث 


دس ا تابتان. 

(ج) («)۵(< -1) هي الدالة الولدة للمتتالية (,,ه - ,ه). 

(د) (۲9)۲ هي الدالة الولدة للمتتالیه (,70): حيث (۲) 2 هي مشتقة ()2 . 
(a)‏ (5)(/7)2 هي الدالة الولدة للمتتالیه ( ىرط © ۰۲ ,0ه + (a,‏ التی 
تسمى التفاف (60187/01111102) المتتاليتين (,6) و(,5). 

البرهان 

يمكن للقارئ إثبات المطلوب بسهولة. وفيما يلي نقدم برهانا للفقرة (د) على سبيل 


المثال. 


یما ان aT‏ + ره = (×)ع فان 0 - (د) ع . وبالتالى فإن 


i= ۲۱<[ 
32 (۱ 001 5 001 
=| زاتمم‎ 
)",١ه(لاثم‎ 


أوجد صيغة مختصرة للدالة المولدة للمتتالية (787). 
الحل 
1 
الدالة الولدة للمتتالية (1) هي <> ومن فقرة (د) من مبرهنة(",۳) تكون الدالة 
و 28 ححا 


المولدة للمتتالية (7) هی 


۲ 


چم یم 
۱ 


الده ال المولدة ۷ 


من فقرة (د) من مبرهنة(",۳) تکون الدالة الولدة للمتتالية (77) هي 


جع _ ال 0 ات ا 0 ۱ 1 1 
x) )1- (" (i)‏ -1) (-1) 


منال(۳:۱۰) 





آوجد صيغة مختصرة للدالة الولدة للمتتالية (77+...+ 2 + 1+ 0). ثم 
جد 24ر +... + 22 + 1. 
الحل 
من مثال(۳,۱۵) وباستخدام الفقرة (أ) من مبرهنة(",۳) تكون الدالة الولدة للمتتالية 
EH)‏ 0) هي 


: جر جر + 1 
0-0( + ٣ے‏ انط 


0 3م -1)(مم-1) 


. 2۱ +4-1 4-141 4-1+0/]. 
سب +( ۱ )+ 0 | + 


ومنه معامل : یساوی 

27 5 م 2 تنس 
35 > سب = E‏ 

ار 3 3 \ 7-2۱ 1 - 7 2 - 7۱ 7-1 ۱ 


0 (n+2)(n+1)n (n+1)n(n —1) n(n +1)(2n +1) 
5 3! 3! 6 
















































































تمارین (۳,۱) 

۱- آوجد الدالة الولدة للمتتالية 2,2,2,۰۰۰. 

۲- آوجد الدالة الولدة للمتتالية .٠-٠١‏ 27 27,2. 

۳ آوجد معامل +« £ مفكوك (-2.+*ةع3 + x” +...()1 + 2X‏ +ع + ]). 

۲۲ ما هي الدالة الولدة لعدد المتتاليات الثنائية من الطول‎ -٤ 

۵- ما هى الدالة الولدة لعدد المجموعات الضاعفة التى عدد عناصرها ١‏ والمأخوذة 
من المجموعه ,۲ ...ورد و 00 ؟ 

5- ما هي الدالة الولدة لعدد المجموعات الضاعفة التي عدد عناصرها ١‏ والمأخوذة 
من المجموعة (,د,...,,) بحیث یظهر کل عنصر على الاقل مرة واحدة؟ 

۷- آوجد الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة X +X, +×, +×, =r‏ 
إذا كان ۾ < 2 لكل 1,2,3,4 < 1. 

۸- أوجد الدالة المولدة لعسدد الحلسول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 
2-۳ ,1 + + ,۲ + رتاس ل إذا کانت كدو د آعدادا زوجية 
وکان ,2,2 عددین فردیین. 

4- أوجد الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة 2۳+ + 2+ X+X‏ 
حیث 6= ,۲ + 2 و 0< ,× لكل 1,2,....6< . 

۰- آوجد الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة 27 ,5 + ,3+ ,2۲ 
إذا كان A. >F‏ 123 دي 

-١‏ أوجد الدالة المولدة لعدد طرق توزيع ” كرة متطابقة على 7 صندوقا مختلفا 


بحيث لا يوجد صندوق خال وعدد الكرات فردي في كل صندوق. 


الده ال المولدة ۷۷ 


۲- آوجد الدالة الولدة لعدد الاعداد الصحيحة غير السالبة التی هی آصغر من مائة 
الف ومجموع ارقامها ۳. 

۳- آوجد الدالة الولدة لعدد طرق اختیار 3 من الاعداد الختلفة من بين الأعداد 
...2 بحيث لأي عددین ,۲ منها یکون 2 < ابر - ا تمه أوجد عدد 
طرق الاختيار فى حالة 30 -7. 

5- وضح لماذا “(”+...+ ×+ × +1) ليست الدالة المولدة لعدد المجموعات 
المضاعفة التى عدد عناصرها ” والمأخوذة من المجموعة (,7,د,,1؟ ما هى 
الدالة المولدة الصحيحة؟ 

۵- وضح لماذا (”++...+ × ++« +1) ليست الدالة المولدة لعدد المجموعات 
المضاعفة التى عدد عناصرها ” والمأخوذة من المجموعة (,۲,...,متد,,1؟ 


5 بين أن * (×1-4) = (×)ع هى الدالة المولدة للمتتاليسة (,0) حيث 


27 
۳ 
۷- ما هو معامل ”× في مفکوك (۰۰۰+ ×+ ”× +۰()1..+ ×+ بر +1)؟ 
۸- آوجد معامل × فى مفكوك (...+ + ر+1). 
4 آوجد معامل ۲ فى مفکوك ۰۰۰(۲+ ×+ ×++1). 
۰- أوجد معامل “× في مفكوك (+...+ + د). 
۱- آوجد معامل “× في مفكوك ( ”× -1) (۰۰۰+ ×+ ). 
۲- آوجد معامل "+ في مفکوك "( × -1)( ...بر + )+ ). 


۳- أوجد معامل "× في مفكوك ث( اد --1) “برح ”×+ ”×+ )4.۰7 + ”م). 


۱ ۱ 0 ۱ 
4 آوجد معامل × في مفکوك :و _ |) ۳ 


۵- آوجد معامل × فى مفكوك ۳( -۰()1..+ ”×+ ×+1). 

- أوجد صيغة مختصرة للدالة الولدة للمتتالية (,) حیث (7)7-1 - ,4. 

۷- أوجد صيغة مختصرة للدالة الولدة للمتتالية (,0) حیث ”753 < ,4. 

۸- استخدم الداله الولدة الطلوبه في تمرین ۲۰ لایجاد صیغه مختصرة للمجموع 
)1 - وز)رر+...+2 <3 +۷1 2. 

4- استخدم الداله الولدة الطلوبه في تمرين ۲۷ لایجاد صيغة مختصرة للمجموع 
۳ 1534-2232 

۳۰- لكل عدد صحیح 20 ۰7 لیکن ,4 هو عدد تجزئات ۸<0 التي أجزاؤها 
مختلفة و 1 ,4. آثبت أنه یمکن كتابة الدالة الولدة للمتتالية (,4) على 


الشكل (*+ + )| | - )2 . 


(۳,۳) الدوال المولدة الأسية 
تعنی الدوال المولدة الأسية بعدد التباديل. في هذا البند سنستخدم بعض 
الخواص الجبرية والتحليلية لتسلسلات القوی لایجاد عدد التبادیل. 
متال(۳,۱۷) 
کم عدد التتالیات من الطول ۲ المأخوذة من المجموعة ۸,۱ ) التی تظهر 
فیها 4 مرة واحدة على الاکثر وتظهر فیها 8 مرة أو مرتین؟ 


الده ال المولدة ۱/۷۵ 


الحل 


9 ۲ ۱ ۱ ۱ 
من الجدول ادناه يتضح ان عدد التتالیات يساوي 0 إذا كان 1< ۲ و 


2 2 . 3 . 
OPI Il‏ ادا كان ۳۶2 و 10۱ ادا كام 3 - 7 
1 
8 ۱ 
ال 
۳ 0 
۱ ۱ 
۷۱ ۱ 
3 ۱ 
۱ ۱ 


مثال(۳,۱۸) 


1 + ك ق 1 كر 
وت زر ا تا 


۳ ۱ ۱ ۱ | 3 3 1 غ ۱ 
ين حا حت رمحت الج حتت | لججدوبتت كن وام 
O1! (OA 11 112!‏ 1 ۱۲۱ !1 0۳ 


لاحظ أن معامل "۲ في (×)ع مضروبا فى !¡ يساوي عدد المتتاليات من 
الطول 7 ٤‏ مثال(۳:۱۷) لكل 1,2,3 - :. يمكن تعميم هذه اللاحظه كما E‏ لبرهنه 
التالية. 


5 








لیکن © هو عدد تباديل م+...+ ,+ ”م شینا مأخوذا من 7 نوعا من 


الأشياء بشرط أن عدد العناصر 7 المأخوذة من النوع 7 يحقق ....,0,, ,به = ١,‏ 
لكل ,...,1=1,2. إن الدالة المولدة الأسية للمتتالية (,©) هی 


كه د عع ۲ | 
۸۰ مقدمه ثي دص یه التر کیبات 














y2‏ ا 232 | 2 2 x‏ | نم 
.و ).م + )= («) 8 
Ae Aa Aa: a2: Aan’ a2‏ 


البرهان 
إن حدا نمطيا في مفكوك (×)ع قبل التبسيط وتجميع الحدود التشابهة يكون على 
الشكل الرتب 





اا ماد A‏ بر 
آ 0 !,@ أيه 
زم 2 i1 i‏ 
پر £ 4 ار ت 8 5 ۱ 
حيث الحد ۳ ماخود من العامل (000+ -- + ) لكل بت . و بعد 
,بر :د E Ai‏ 


1 
اريت !يه 


التیسیط يكون الحد النمطي على الشکل i‏ تاي وللحصول 


۱ 


لت لا بد أن یکون ۲= ,0 +...+ ره + وبالتالی فان 
| 0۱0/۰۰۰0 4 


على × 


را 


على جیسع العديدات يت من النوع 7 التی تحقق 
A, =F‏ راواه ق E‏ لكل 7 و کف 


نعلم من مبرهنه(۱:۱) فان عدد تبادیل ,0 +۰۰۰+ رين +0 = ۲ شینا مأخوذا من ۸ 
نوعا من الأشياء بشرط أن عدد الأشياء المأخوذة من النوع 1 یساوی ,0 هو 
4 السام ۲ ق منکوك (20 یساوی ,ت. وبالتالی فا 
.ادن معامل 7 فى ب داع يا ,۵ . و ی کان 
| ه١٠٠٠ ala,‏ ابر 2 ر : 


(د)8 هی الدالة الولدة الأسية للمتتالية (,4). 


الده ال المولدة ۸۷۱ 


مثال(۳,۱۹) 

کم عدد طرق ترتیب 7 حروف مأخوذة من المجموعة ,1۸:8 اذا كان 
عدد مرات ظهور ۸4 هو 2 أو 3 أو 6 و عدد مرات ظهور 8 هو [ أو 5 و 
عدد مرات ظهور € هو 0 أو 3 أو 7. 
الحل 


من مبرهنه(۰)۳,۷ العدد الطلوب یساوی 7 20 ف معامل ۳۹ ٤‏ مفكوك الداله 


جر ا گر دی ) 
7 ار 2272۳ (807 


1 1 1[ .0 . 
معامل × فِ E(x)‏ یساوی ۲۱ 221 2 ژمبه فا لعد د الطلوب یساوی 


11 ۸ 71 
2151 3BI 611! 053 





مثال(۳,۲۰) 

آوجد الدالة الولدة الاسية لعدد التبادیل من الطول ١‏ المأخوذة من مجموعة 
عدد عناصرها ۸1 . 
الحل 
عدد التبادیل من الطول ۲ الأخوذة من مجموعة عدد عناصرها 7 يساوي .(7) 
ومنه فإن الدالة الولدة الأسية الطلوبة هی 


بر ۱۳ 


0۲ 1 2 n! 


7 ۲ 7 1 
۳(عز +1) = x"‏ .ءءء سل 7 ۳ 5 
ءرما 


ملاحضه : : یتضح من مثال(ه,") و مثال(۳,۲۰) أن "(× +1) هي الدالة المولدة 
العادية لعدد التوافیق من الطول ۲ الأخوذة من مجموعة عدد ۹ 7 وآأنها 
نفسها هي الدالة الولدة الاسية لعدد التبادیل من الطول 7 الأخوذة من مجموعة 
عدد عناص ها 7 . 

ان استخراج ,0 من الدالة الولدة الأأسية یتطلب آحیانا ایجاد مفکوك 


عبار ات دحدوی علی دوال اس . ونقدم تي فى المبرهنة التالية بعض العلاقات المفيدة ف 











هذا المجال. 
مبر هنه(۳,۸) 
کر ۲ ۳9 9 و 
MA | FA X E‏ ۱ 
)ا( كم 2 للك ۱ ٠ش‏ ش ۱ (e‏ 
kl‏ س k!‏ 3 
x X o Ak‏ 
59 م ل ام 
یف 2700 3 
21 3 5 7 م ی 
0 ((1+ )0 2 


البرهان 


يمكن للقارئ إثبات المطلوب بسهوله. وفيما يلى نقدم برهانا ا وآخر ترکیبیا 








للفقرة 0 

: البرهان الجبري‎ )١( 
دك‎ 4 22 ۲ 

سس E‏ كن "م < ("6) < (۰. ا E‏ ار ۳ و 
kl! 1 2 Kk‏ 1 !1 


الدوال المولدة AY‏ 
(۲) البرهان التركيبى: ليكن ,© هو عدد المتتاليات من الطول ۸ المأخوذة من 
مجموعه عدد عناصرها ۰7 ولتکن E(x)‏ هی الداله الولدة الاسية للمتتالية (,4). 


نجد ()2 بطریقتین مختلفتین. ينتج من مبرهنة(۳,۷) أن 








۳ ۳ 
انون مكا aa‏ ی تاي رو 
ان 2 
ومن ناحية أخرى › نعلم من بند )1,۳( أن "مر رآ . ادن » 
9 پا کبک برع 
۱ بر 1 5۱ 
وبالتالی فان 
سس اس وب ۱۱ 
ا2 !1 22 !1۲ 


مثال(۳,۲۱) 

كم عدد التتالیات الثنائية من الطول ۲ والتي تحوي عددا فردیا من الأصفار؟ 
الحل 
الدالة الولدة الأسية لعدد التتالیات الطلوب هي 


۳۳۹ 7 ۸ 


۱ 3 ١ "3, X X ۱ 
۳۱ - 0 1 ET i Th hE 


1 گم 1 گم | e -e€*‏ 
ا ا د "ا | — 
م د 2 2 


ومنه معامل E(x) ٤ x‏ يساوي î‏ ومن مبر هن۳,۷(4) ؛ العدد المطلوب 


3 
بر 





یساوی ر ۰ 


A‏ مقدمة ی نظر ية التر کیبات 


مثال(۳,۲۲) 

كم عدد المتتاليات من الطول ۲ المأخوذة من المجموعة (1,2,3,4) والتي 
يظهر فيها كل من 1,2,4 مرة واحدة على الأقل؟ 
الحل 


الدالة المولدة الأسية للعدد المطلوب هى 


5 2 م 
X X‏ 
(1- )ی = . تب ی سب )( ۰ بو ی g(x) = (1+ ET‏ 
توت 2و3 + *3- لوت ]| اب و3 + "نیو - ی دی - 
‌ ۳۳ 0 2 3 
وعلیه فان معامل ”× في مفکوك (×)ع يساوي -----3+--3---. ومن 


مبرهنه(۰)۳,:۷ العدد الطلوب یساوی |= FT E7‏ 
وفي ختام هذا الفصل نشیر إلى أن الدوال الولدة تؤدي دورا مهما في معالجة 


موضوع العلاقات الارتدادية وسنری ذلك بشىء من التفصیل في فصل قادم. 


تمارين (۳,۲) 
-١‏ كم عدد طرق ترتيب 4 من حروف كلمة 571012/8؟ 
1- آوجد الدالة المولدة الأسية لعدد الكلمات من الطول ” والمأخوذة حروفها من 
الأبجدية (4,ع,ط,ه). 
#- أوجد الدالة المولدة الأسية للمتتالية (!7). 


.4, =0 أوجد الدالة المولدة الأسية للمتتالية ()/ا) - (,6©) حيث‎ -٤ 


الده ال المولدة ۸ 


ه- أوجد الدالة الولدة الأسية لعدد طرق توزيع 7 شخصا على 7 غرفة مختلفة 
بحيث لا يقل عدد الأشخاص ف الغرفة الواحدة عن اثنين ولا يزيد عن خمسة. 
5- آوجد الدالة المولدة الأسية لعدد الكلمات من الطول 0 < ۲ والمأخوذة حروفها 
من الكلمات التالية : 
MISSISSIPPI (Î)‏ 
)ب( ۲۱۸۱۷۷۸۱۱ 
(ج) ISOMORPHISM‏ 
۷- آوجد حل فقرة (أ) من تمرين ٦‏ عندما تظهر 1 في الكلمة مرتين على الاقل. 
إذا كانت (×)ع هى الدالة المولدة الأسية للمتتالية (,0) و (×)۸ هی الدالة 


الولدة الأسية للمتتالية (,5) فآثبت أن (7)3()© هى الدالة الولدة الأسية 


ل ال 
للمتتالیه (,») حيث ,0 0 = ,». تسمی ,© التفاف ذات الحدین 


(utionاconvo )binomia‏ للمتتالیتین ( ,©) و (,ه) . 


(شس (ر(بم 


العلافات الا تدادية 
RECURRENCE RELATIONS‏ 


فى كثير من مسائل العد. تؤدي دراسة المسألة وتحليلها إلى كتابة الحل على شكل 
متتالية ....,©.,©,,0. أحياناء نكتفى بوصف حدود التتالية لتعذر إيجاد أى 
علاقات بين تلك الحدود. فمثلاء متتالية الأعداد الأولية ....2,3,5,7,11 لا يعرف 
لحدها العام أى صيغة جبرية صريحة كما لا تعرف أى علاقة بين حدود المتتالية. 
وأحيانا آخری؛ يمكن التعبير بسهولة عن الحدّ العام بصيغة جبرية صريحة كما في 
حالة المتتاليات الهندسية والتتالیات الحسابية. وف بعض المسائل» يمكن حساب 
الحذ العام ,4 ارتدادیا؛ أي» يمكن كتابة معادلة تعطينا ,© بدلالة بعض الحدود 
, حيث 7 > ۲. تسمى المعادلة علاقة ارتدادية وإذا أمكن التعبير عن ,» بصيغة 
جبرية صريحة فانه يفال إن العلاقة الارتدادية قد "حلت. ولبعض الاغراض تکون 
الصيغة الجبرية الصريحة للحد العام ,© مفیدق ولکن العلاقة الارتدادية تکون آکثر 


فائدة لاغراض آخری مثل حساب ,© لقيمة معطاة 7. 


AY 


ات 


ل : , كما نعالج 7 السائل ان یمکن بناء علاقات ارتدادیه لها. و سیلاحظ 


القارئ أن المقاربة المتبعة فى دراسة العلاقات الارتدادية تُذكر بطريقة معالجة 


في هذا الفصل نقدم أصنافا من العلاقات الارتدادية التى توجد طرائق 


المعادلات التفاضلية العادية. 


(4,۱) مقدمة 

لتكن ...,,0۰, متتالية. کل صيغة تعبر عن الحد العام ,© بدلالة واحد 
أو أكثر من الحدود السابقة له .40,4,....,4,_١‏ لكل / <7 حيث / عدد صحيح 
موجب وثابت تسمى علاقة ارتدادية للمتتالية ....:40,4,,4. نلاحظ أن كل حد 
من الحدود ,م40:0,:...,4 لا يحقق العلاقة الارتدادية؛ تسمى قيم هذه الحدود 
بالشروط الابتدائية للمتتالية. وتسمى متتالية ما حلا لعلاقة ارتدادية معطاة إذا 
كانت حدود المتتالية تحقق العلاقة الارتدادية. 

يقال عن علاقة ارتدادية إنها خطية من الرتبة ۸ إذا كان يمكن كتابتها 
على الصورة (8)0 = ,0(1( ,كر + ... + ,۸)77 + ری( + ره حیث 
8۵ ... ,در ذؤال معرفة لكل 7 و ,7 ليست دالة صفرية. إذا کانت م 
دالة صفرية فان العلاقة تسمی متجانسه؛ ویقال ان العلاقة غير متجان‌سه عندما 
تکون ۽ ليست دالة صفرية. كما يقال ان العلاقة ذات معاملات ثابته عندما تکون 


0 دوالا ثابته. 


العلاقات الار تدادية ۸۹ 
تبین البرهنة التالية أن حل العلاقة الارتدادية الخطية یکون وحیدا عندما 
تعطی الشروط الابتدائیه. 
يوجد حل وحيد للعلاقه الارتدادية الخطیه 


)7(£ = م۷( ۲۰۰۰ در () 2 + f),‏ + ,1 بحیث 


م = ررلة.... بك = اروت = رلا حيث ر ,.... .م32 ثوابت معطاة. 


البرهان 
نستخدم الاستقراء الریاضی علی 7 لاتثبات أن 14 معين بشكل وحيد لكل عدد 
صحیح (۱ < 7 . ينتج من الشروط الابتدائية أن كلا من ...10:20:۰ معين بشكل 
وحید. نفرض أن 6-1 <۸ و را,...:1:1 معينة بشکل وحید. بما أن 
77+ ۰7 فان العلاقه الارتدادیة تعطی 
(ل+ ماع + ریس بر( + Du, = fj (n‏ + )ور بر 

وبالتالی ينتج من فرضية الاستقراء أن ,,," معين بشكل وحيد. [] 

يساعد المبداً التالى على إيجاد حلول للعلاقات الارتدادية الخطية. 
مبرهنة(۲,٤)‏ (مبداً التراكب (Superposition principle‏ 
إذا كان . حلا للعلاقة الارتدادية 
)7( ,£ عم ,(0) بل ...+ f, + (u2‏ + ,ت وکان 1 حلا للعلاقة 
الارتدادية )يه = ,0771 + ...+ 071,2 + cv, + f),‏ فان 


ET ۹ ۱ 1 (2‏ 
ره + سء يكون حلا للعلاقة الارتدادية 


(0ادع (FP)‏ عم( ...1 f(2‏ + رب (00) رل + u,‏ 


« ۹ مقدمة في نظرية التر کیبات 


البر هان 
E‏ + را و ,+۱1 + ei EO “1+ f (۵ u‏ 
] ابيع + f, (n)le u,‏ 
(u +... f, (ru, [+‏ كم + e, + (nu‏ ا 
(e [‏ ...+ ۳( )در از )كر ]یت 
۰( )ور + () عم - 


ار و 


)٤,۲(‏ العلاقات الار تدادیة الخطية التجانسه ذات العاملات الثابتة 

في هذا البند نرکز اهتمامنا على البحث عن حلول العلاقة الارتدادية الخطية 
التجان‌سه ذات العاملات الثابتة. لتکن 0= ,_ 122 2 +... :1ك + ,1 علاقة 
ارتدادیه خطیه بحیث م»,...,,0:0 ثوابت. واضح أن 0= .7 حل لهذه العلاقت 
ویسمی الحل التافه أو الحل الصفری. إذا كان ”© = ,: حلا غير تافه للعلاقة 
فان ۶0 © تحقق 0= * "يمك +... + ا "بون + a"‏ وبالتالی فإن © تحقق 
0 - يك +...+ "مل + “2ه ویقودنا هذا التحلیل إلى التعریف التالی. لتکن 
0 = ,با ۲۰.۰ مراد + بر + ,1 علافه ارتدادیه ذات معاملات ثابته. تسمی 
+ ... + “برق + x‏ = ()2 كثيرة الحدود الميزة characteristic polynomial‏ 
وتسمی 0= (×)۶ العادلة المميزة جمنامنوه characteristic‏ أو العادلة الساعدة 
0 3112111317 للعلاقة الارتدادية, وتسمی جذورها الجذور المیزة 


characteristic 5‏ للعلاقة الا تدادية , 
رتدادبي 


العلاقات الارتدادية 41 


وني الحالة التي تکون فیها الجذور الميزة مختلفة فانه یمکن كتابة حلول 
العلاقة الارتدادية بصورة بسيطة نسبياء آما في الحالة الأخرى فانه یمکن الوصول إلى 
الحلول ولکن لیس بالبساطة نفسها. 
مبرهنه(۳,؛) 
لتکن 0 = ,40 +... + ,00 + ,1 علاقه ارتدادية خطیه ذات معاملات ثابتة » 
و جدو‌ها المميزة ,0 ,...,۵,0 مختلفه. عندندذ» لكل مجموعه من التوابست 
تا وح 6 و 

SET FOG, 0 (*) 

حلا للعلاقة الارتدادية. ولكل حل للعلاقة الارتدادية توجد ثوابت ,6:,...,6, 
بحيث يمكن كتابة الحل على الشکل (*). تسمى العبارة العطاة في (*) بالحل 
العام للعلاقة الارتدادية. 
البرهان 


(1) _ مي‎ (Dw . ule 
-< 0 بما ان كاك مس فا <- بر و۰ ۰۰ و‎ 


,1 حل للعلاقه الارتدادیه. فانه ينتج من 
4 = حل للعلافه الارتدادیة › و دبحت عن توابت وو و بحيث یکون 
ايس "۱ ر ا اقيم پا وم 9 5 9 5 و ا 95 
=b,‏ هن ۰۰۰+ + C‏ 
=D‏ ميق عد عع مد EE,‏ 0:6 


-_ 1 ۸-1 [ دم 
پا CEE,‏ ا 


q۲‏ مقدمة في نظرية التر کیبات 


وإذا كانت 4 هی مصفوفه العاملات لهذا النظام من المعادلات الخطية» فان محدد 


4 یکون 


لك 0 0 CQ‏ 
(به- ,100 | . : . |- (061/۸ 
Sk ۱‏ جاک [ ۱ : : 
0۷ 26 0 


لأنه علی شکل محدد فاندرمند. وبما أن ,0 ع بيه لكل زر عد ۰7 فان ۶0 (ك)اء0 . 
إذن» يوجد لنظام العادلات الخطية حل وحيد. وبالتالی؛ فإنه يوجد للعلاقة 
الارتدادية حل على الشكل (*) بحيث ,2 = ,_,5,.....2 = ولة. ولكن هذا الحل 
وحيد حسب مبرهنة(١,5)؛‏ إذن يكون هذا الحل هو ١,‏ - ,ر1. 
مثال(١,4)‏ 

أوجد صيغة جبرية صريحة للحد العام لتتالية فيبوناتشي التى تحقق 
بر ۳ | 
الحل 
العادلة الميزة 1-0-- ”× لها الجذران الختلفان 


۱ک-1) ۰ ۱ 5 +] 
ادن » الحل العام هو که فك ات وینتح من 1ح 4 = ر 


© = ,© لكل 2 <7 وحیث |= ,4 < 4 . 


ح | 








= بها و 


2 2 = بل . 


رت 5 +1 
2 





1< رت + 6 


العلاقات الار تدادية q4‏ 


1- ات 
1 02 ا لك 
۱-5 ۱ 1+5 


باح ل ,سب = 
5 ۰ ۰ 2۷5 
جد | كايا 














© وبالتالى نجد أن 








2 2 





ظ 1 ۱ 3 


العلاقة الارتدادية لحساب ,© أسهل من استخدام الصيغة الصريحة للغرض نفسه. 
منال(۲,؛) 
أوجد حل الا التالية: 2 ح 07 - 60 ۳« زرا - ,كن حيث 


39> 2 ىم 
الحل 


العادلة الميزة 0 = ۳-546 لها الجذران | و ید 





ان 3 < 2= يق . إذن: 
يمكن كتابة الحل العام على الشکل ده + ۰2 = ٩,‏ . وینتج من 5 = ,2,4 = ر 
آن 
2 = رت + C‏ 
3C, -5‏ + 20 
وبحل نظام العادلات رجد أن [- 6 < 6 . ادن e‏ ر = ad,‏ ب. لا 
يمكن للجدور المميزة للعالاقة الارتدادية آن تکون آعدادا مر کب4. 
في هذه الحالة» غالبا ما نستخدم الصيغة المثلثية للعدد المركب لغرض كتابة 
الحل بشكل مناسب. فى الحقيقةء يمكن برهان أنه إذا كان € ع 2:8 + » 


حيث 1-له - 1 و خاء5,ه وكان (5760:+۳)6050-< ۸+0 حيث 


ء ۵ مقدمة في نظرية التر کیبات 


r = va” + 7‏ و = © cos‏ 0 = 5129 ,ج > 0# > :شتا (] 
=r" )cos 7169 + 7 17۲7۵۱‏ "(2+78) لكل عدد صحيح 7 والجدير بالذكر 
هنا أنه في بعض المسائل يكون استخدام العلاقة الارتدادية لحساب ,4 
لأجل 7 معینه -كما ف حساب اعداد فيبوناتشي- أبسط من استخدام 
منال(۳,) 

أوجد حل المسألة التالية: ۸<2 ,0= ,20+ ,0+20 حيث 
.d - 1,4 = 2‏ 
الحل 
المعادلة الميزة 2-0 ++2 + × لها الجذران 1-7- - ين ,1 +1- - ب . اذن 
الحل العام هو (1-7-)ر + '(1+7-)ن - ,ه حيث 6)0 ,ه.ن. وبإيجاد 
الصيغة المدذلثية 
لكل من .0 ,,۵ نجد آن 


a, = 2 (cs 2 Sin 3‏ ا ١ه‏ | ۷2 = قر ان 
39 1 1 - - 8 )2( و ۳ 39 وو + و )2( م 
COS ۹ + )6 (7 0/2) Sin 7‏ 02 © + 6) = 


وبوضع 7( -  <)6‏ وت + ©) = ۸ نجد آن 





=k (N2) cos E +k, (2) sin‏ ,4 . وینتج من 2 2 ,1,4 - ,4 أن 


العلاقات الار تدادية م ۵ 


k =| 
| + < 2 


اذن 23 ا وبالتالی فان i‏ [3)62 + کل يمه 0/2 لا 


لان نبد العمل على الحالة التي لا تکون فیها الجذور مختلفة. 
مبر هنه(,4) 
لتکن 0 = ,0 + ... + ,+ ,1 علاقه ارتدادیه خطیه ذات معاملات ثابتة 
من الرتبة ۸. إذا كان © جذرا ممیزا تکراره ۰۳ فان ”» ”7= ,»ا یکون حلا 
للعلاقة الارتدادية لكل عدد صحيح <r‏ > 0 . 
البرهان 
نضع 1 - نه في الطرف الأيسر للعلاقة الارتدادية» فنجد أن 


جح بر 


MH _ 7 ۱ 


mM = 111‏ ۱ 5ظ 58 5 
0 كزع سواه ...۲+ ۵ (1- ۲0 GC‏ (او6 0 + ... + FOU,‏ لام 


Kk 
=a" * )ره‎ - j)" a امم ا‎ (n - (+ -ع)‎ (۵ k= j 
نار‎ 


- 0 #۲ 3 (۳) مر‎ 
- "ین‎ "(n - O" e; a PHL » 


- a" "(n - م و‎ kK) ۳ -ع])‎ j) “بن‎ 1 


۳۸0( ۳ ۳ - )"ین = 


جو ۳( سورع ۸ -<()۳ کل 57 6۶ 0. تلاحسسسظ أن 
از 


1 
F(z) - 86 1‏ ھی كثيرة الحدود المميزة للعلافه الا رتدادیه. ولکي سم 
0-<ز ١‏ ۱ 


البرهان» یکفی اثبات أن 2)»(=0 لكل 7 > 1> 0. لهذا الغرض یمکن التحقق 
بسهولة أن 
)*( > ز > 0 ا -() ع 
dx‏ 

وبما آن © جذر مميز تکراره ۰۲ فانه توجد كثيرة حدود (×),7 بحیث 
(:7100 (۵ -۲) 2 (): و ۶0 (70)0. باستخدام العلاقة (*) نجد أنه یوجد 
كثيرة حدود (×)7 بحیث (2) 7 (/0-) -(«)2 و 0 (/7)0. وهكذاء 
بالاستخدام التکرر العلاقة (*) نجد أنه لكل > > 0 توجد كثيرة حدود (×),1 
بحيث (×),7' (:ه- *) - ():7 و 1:)0(0. وبالتالی فإن 7:)0(<0 لكل 
وك US‏ 

لقد وصلنا الآن إلى وضع مناسب لتقدیم البرهنة التي تعطی الحل العام 
للعلاقة الارتدادية مهما كانت جذورها الميزة. 
مبر هنه(۵,ع) 
لتکن 0 = ۽ اا٤‏ ... + ,09 + علاقه ارتدادیه خطیه ذات معاملات ثابته 
ومن الرتبة ]۰1 وجذورها المميزة المختلفة ,,...,ر »,2 لها التکیرارات 
:۶ على الترتيب. عند تئذ. لكل مجموعه من الثوابت 
عرو © وه د هو و ون د وروت ود و O‏ عو وروت و ور يكون 


١ 


- ۱ 5 وی و موی‎ [ 1 0 
u = O CL CE Coe ۳ 


11 


21 


العلاقات الار تدادية ۵۷ 


حلا للعلاقة الارتدادية. ولكل حل للعلافه الارتدادیسه. توجد ثوابت 
C2٠٠٠ ٠٠,16‏ بحيث يمكن كتابة الحل على الشكل 


و وه و یوگ و1 89 8 ع8 


(*). وتسمی العبارة العطاة في (*) بالحل العام للعلاقة الارتدادية. 


البر هان 
یذ ينتج من مبرهنه(4,؛) ومبداً التراکب أن العبارة | لعطاة فى (*) حل للعلاقة 


الارتدادیة. 


الان » نفرض أن , 6 = , 7 حل للعلافه الارتدادیه ونبحث عن ثوابت 


oe.‏ ابو 6 بحيث پک ون 


5 


11 1 رآ 2 ۱ ۱ _ 4 ی 5 یه اج انه 
0 رت ۰ اور ری + 0 = ,1 حلا يحقق الشروط الابتدانیه 
|= 


Uy = Dg... = PD,‏ باستخدام الشروط الابتدائية نجد أن 
,7 = م 
1-1 


5 
3 (C; رو وي اننا‎ Ja, = bı 


[- 
رمع “هل 277 إن + 2 وبع + رر6) D>‏ 
1-1 
Ci (k _ 1 ja. ۳ bı‏ ...ا )1 سے 04 C2‏ = از 
1-1 


وإذا كانت 4 هی مصفوفة المعاملات لهذا النظام من المعادلات الخطية. فان 


مقدمة ی نظرية التر کیبات 


۹۸ 
| 0 0 ۳ 9 0 
44 44 ee 44 446 ee 44 
7 [سم ت‎ 2 2 ۳-1 2 
A= a 20 < 2 @ a 2 


k-1 


a" 01( <“ (k-DTa” a’ <“ (k-Da, 
وكما في إثبات مبرهنة(4,۳) يكفي إثبات أن 0 ۶ (06])4. وهذا یکافی إثبات أن‎ 
E صفوف ۸4 كن مجموعة متجهات مستقلة خطیا. وبهدف الحصول على‎ 
0 > نفرض أن صفوف 4 تکون مجموعة متجهات مرتبطة خطیا. لكل 1-/ > ز‎ 

۳ 
لوس كار‎ E oa 


بما آن ۱ ۳ 2 0 ۳ مجموعه متجهات مر تبطه قطی 1 فانه نو جد ثوابت 


0 = (a 5 9 


و ٠.‏ ر ليست جمیعها ا تحت اك EG O‏ إلى د 


1- 
وللاختصار ضع لمك ...+ رارك + او = 7. لیکن 2 =  0)(‏ 


ولیکن (1 مؤثراً بحيث 2 <1.[()/ ١‏ '©]ط = ۰0/6 (()/]گد = )2 


نلاحظر 5 
F-1‏ ۲-1 
[ى [- ,۰۳ 7 ع ل 3 1-م 76 _- 
0" ی ری 1 ال كاري < عم 
0= 0= 
k-1 F-1 -[‏ 
aia DILL‏ 0 ,0,۵ ) = 
0= 0= احم 


< (O POR ees DT OE, aD" OJ) 
O(a, ( = <0) ( - ... ۳ 0)6,( - ... D""Q(a,) =0 


العلاقات الار تدادية ۵ ۵ 


إذن لكل ۶ > > 1 فان ,© جذر لكثيرة الحدود (×)0 تکراره 7۲ على الأقل. 
وبالتالی» درجة (×)0 أكبر من أو تساوی / = مر +...+ ,7+ 7. وهذا یناقض أن 
درجه ()0 اصغر من او تساوی 1 - ۲ . 
مثال(4,ع) 
أوجد حل المسألة التالية: 0 = _,121- ,16+ ,1-7 حيث 
u, > 0‏ و2 < u‏ ,1 ح U‏ 
الحل 
العادلة الميزة هي 16-12-0+ ×7- × وبالتحلیل نجد أن 3(=0-))”(2-)). 
إذن» 2 جذر ممیز تکراره 2 ود جذر ممیز بسيط (آي. تکراره 1). وبالتالی فان 
الحل العام هو 3و + 6۰72+ 26,2 ,1. باستخدام الشروط الابتدائیه نحصل 
علی 
1- 6+6 

2 = ,3 + ر26 + 20 

۱ < ,96+ رعق + 46 
وبحل نظام المعادلاات نجد أن 4ب < رم م2 د رعو رد < 6. إذن؛ 


(”72”5-4)37 +(”5)2 = ,1 هو الحل المطلوب. 


(۳,) العلاقات الارتدادية غير المتجانسة 
يتضح من المبرهنة التالية أن حل العلاقات الارتدادية غير المتجانسة وثيق 


الصلة بحل العادلات الارتدادية المتجانسة. 


و ۱ مقدمة في نظرية التر کیبات 


EON و و‎ SE TBs (*) 


علااقة ارتدادیه ذات معاملات ثابتقه من الرتبسه /. ليكن 


, ۲ ٠ 9 + | ١ ۱ )1( _ ا‎ ۰ ۳-1 FR 

0( 9 ری + ...+ رره) ,8 = ”,4 هو الحل العام للجزء التجانس من (*) » 
[<ا 

أي الحل العاه ل 0= ۲۰ رلا + 7 عندئذ» اذا كان ”,4= ,۷" 


7 ۲ ۱ 1 :ا لشا ر )رو 1 ۳ ۰ ۱ 
ای حل خاص ل )*( ۱ فان ,14+ "1= ,1 حل ل )*( . واذا كان ,0 = بر 
أي حل ل (*) . فانه يوجد ثوابت ,,»,...,,» بحيث يمكن كتابة ,4 على 
الشکل 77 :+ ۳۲ = ,4 . ويسمى ا + ”= u,‏ حلا عاما ل (*) . 
البرهان 
ينتج من مبدأ التراکب أن ,»+ 2۸۳ ,» حل للعلاقة الارتدادية (*) . 
الان » نفرض ان ,4= ,1 حل ل )*( ونبحث عن توابست ,,»,...برت بحيث 
اتا ووب و تقس ا 187 و وح ١‏ اة 
يكون ,1+ ,1= ,4 . سنثبت اوا ان 4 - 0 < ,7 حل للعلاف4 
الارتدادية 
)سس ار وقح لل رن يوج ل U‏ 
بالتعويض فى الطرف الأيسر ل (**) نجد أن 
TCH f 5‏ 1 و6۱0 1 ص 
= 7ے (a‏ ع ++ )4 ۵ + 4 - a,‏ 
۲۱-۲ ۲۱-۸ # [-م ۶-1 151 1 71 


۱ ۳ ۱۳ و تا‎ ... )( ۱ — 
4 1 6۱0-7 ۰۳ ۶۳۰ له‎ - (u, FU ۳ +E) 0 


=| 


العلاقات الار تدادية ۱۰ 


0 < () 7 - () 7 
إذن» '”,)ة- ,4 = ,» حل ل (**) . وبالتالى» توجد ثوابست بر >,6,:..۰ 


ولو 2 


بحيث يكون 


1 


¥ 
 -[ 11‏ ترا در ۱ ) ۳ _- ۱ 
0 يح ET‏ ع ۱ 0 بر 4 4 = پر 4 
[-<! 


ان را رم - ,۵ كما هو مطلوب. لا 
1< 
يعتمد إيجاد حل خاص للعلاقة الارتدادية 

)1( سس( ری بجر U,‏ 
على (7)/ ؛ ولذلك لا توجد طريقة عامة تعطینا حلولا خاصة في جميع الأحوال. 
سنكتفي باعطاء |ٍرشادات للبحث عن حلول خاصة ل (1) عندما تکون (07)/ فى 
شكل معین. وسنتبع ذلك ببعض الأمثلة التى توضح تلك الإرشادات. 
() إذا كانت 0 +0+۰۰۰+ رط = (7)/ر حيث ,28,.... ,5,5 ثوابت وكان 
العدد 1 ليس جذرا مميزا للجزء المتجانس من (1) فيمكن البحث عن حل خاص ل 
)1( على الشكل 'يرع +... + يع + e‏ = 47 حيث ,,..6,6,,۰ ثوابت. 
(ب) اذا كانت '۸,ظ +۰۰۰ + ۸ط + رط = (۸) ر حيث ,0,..., ,۵,۵ ثوابت وكان 
العدد 1 چذرا ممیزا للجزء التجانس من (1) تکراره 7 فیمکن البحث عن حل خاص 
ل (1) على الشکل ( 27۲ +۰۰۰ + ٤,۸‏ + 6) ۸ = 17 حیث ,6,:...,6,» ثوابت. 
(ج) إذا كانت 6( ۸ +0۳+۰۰+,6)-(71 حيث ا,...,,(/ ثوابست و 6+1 
وکان العدد / لیس جذرا مميزاً للجزء التجانس من (1) فیمکن البحث عن حل 
خاص ل (1) على الشکل ۲ (218-+..+6+670)< 1۳ حيث ,6 ...6,6,۰ 


۳ + ۱ مقدمة ی نظر ية التر کیبات 


(د) |ذا كانت "8 ( ۸+۰۰۰+۸ + ,)= (7)/ر حیسث ,5,..., ۵,۵ ثوابت و 
1ء 8 وكان العدد تم جذرا ممیزا للجزء التجانس من (1) تكراره ” فيمكن البحث 
عق حا ناض كت ۱17 على الشكل "8 ( 7ه +...+ 7ع + ره) "7 = 17 حيث 
لويسو یگ كوا 

يمكن استخداه مبدأ التراكب للبحث عن حل خاص ل (1) عندما تکون 
(7) 7 على الشكل (4,,0 +۰۰۰+(),[۱< () [ حيث ,06..... ,ك4 
ثوابت وکل من (),,...,()د/,(),7 على شکل (7)/ فى الفقرة (ا) أو (ب) 
أو (ج) أو رد) آعلاه. الامثلة التالية توضح تلك الحالات الختلفة. 
منال(4,۵) 

آوجد حل السألة التالية: 27 - “48 = ,30+ حيث 4- = 4. 
الحل 
نجد بسهولة أن "(3-)2 = ۸ حيث »© ثابت اختیاری. وبما أن 1 لیس جذرا 
ممیزا فانه یمکن الفرض أن “رود ووه سرود 47 حل خاص. وبالتعویض 

4n” - 7‏ = *(1-م) + (1- (c + + (+ 3]6 +e (n‏ 
وبمقارنة العاملات في الطرفين نحصل على نظام العادلات الخطية التالي: 
3c, =0‏ + ع3- 4c,‏ 
2- = ر6 - ,40 


4c, - 4 


العلاقات الار تدادية ۳ 1 ۱ 


وبحل هذ النظام تیا هآ را ی ان 
وبالتالی فان ۸+ ۸+ "(3-)ء = ,ه. الآن» نستخدم الشرط الابتدائي 4- = به 
فنجد أن 4--<ع. اذن 722+ ود (3-)4- = ,ه هو الحل المطلوب. 
مثال(4.5) 

أوجد حل المسألة التالیه : ۸ = ,2-0 حيث 1 - ,4. 
الحل 
واضح أن م6 = نم حيث © ثابت اختیاری. وبما 5 | جذر مميز تكراره 1. فاننا 
نفرض أن + 6 - (670+ )7 = م حل خاص. وبالتعويض نجد أن 

(cn + en” )- [ce (n -1)+ ce, (^-1) ] = 


6-6 = Û 
2C =1 
. سس‎ 
إذن» م = ,© ويا = مت . وبالتالى فان 27+ << ا"‎ 
وباستخدام الط 21ج اجان اكع إذن‎ . ٩, - إذنء 17 +مر(دبی‎ 
2 
1ح ,كه هو الحل المطلوب.‎ + + 


مثال(4,7) 
آوجد حلا خاصا للعلاقة الارتدادية التالية : "3= و1012 + ,71 - ,1 


الحل 
يوجد للمعادلة المميزة 0 7+10- ”× جذران: 2 تکراره 1 و 5 تکراره 1. 
زم 


اذن» 3 لیس جذرا ممیزا. وبالتالی نفرض آن "3مح 1 حيلف + ثابست. 


1 5 ۱ مقرل مره ف نظر ية التر کیبات 


"3= (* ”3ع10)6+ "037-703 إذن 9= 10+ 9٥-21٥‏ ونجد أن 2- -<ح 
وبالتالی فان ”537- = ,1 حل خاص. 
متال(۸,؟) 

آوجد حلا خاصا للعلاقة الارتدادية التالية: ”2 = ر_,44 + ,0-46 
الحل 
يما أن 2 جذر مميز تكراره 2 فإننا نفرض أن ”2 *:ن - 0 حل خاص. 
وبالتعويض نجد أن 

cn 2” - بر)م4‎ -1[(* 251 + 4c(n —- 22 277 =2 

إذن 1= 6-2(5)ع + (2007-1- 2775© وتعطينا مقارنة العاملات المعادلة 
4c =1‏ +20 -. إذن << وبالتالی ف 7 27 1= لاح حل خاص. 
مثال(4,4) 

اكتب صيغة حل خاص لكل من العلاقات الارتدادية التالية : 
وم 22۳-77 a, +2a‏ 
(ب) 322 ح ,10 + ,1 
(ج) “2+1(2) ح بيك + _ يك - u,‏ 
الحل 
() نجد حلا خاصا ل "2= ر ,26+ ,۾ على الشکل "22 - 2۳ لان 2 لیس 
جرا مزا ونجد حسلا خاصالب 2-72 ,26+ عصل الس‌شکل 
"ری + برح + ری < 7 لأن 1 لیس چذرا د ثم نستخدم مبدأ التراکب فنجد 


ان 


العلاقات الارتدادية : ۰ ۱ 


٦ر‏ + n‏ + و + "2ء = ”أ هو الحل الخاص الطلوب. 
(ب) بما آن 2 لیس جذرا میا فائنا نفرض آن الحل الخاص الطلوب هد 
۳( + رع) = 47. 


(ج) بما أن 2 جذر مميز تكراره 2 فإئنا نفرض أن الحل الخاص المطلوب هو 
۱ 


„u = “ور‎ (c, + (۳ 

سنقدم في الثال التالی طريقة يمكن اتباعها لحل العلاقات الارتدادية التى 
يمكن کتابتها على الشکل )ع = ,,()/+,ه حیث 0 (7)/ لكل ۸<1. 
مثال(١٠,4)‏ 

أوجد حل المسألة التالية : 1< 7 ,7 < ر ,0,20 حيث 2= 4. 
الحل 
نبدأ بإيجاد حل للجزء المتجانس 0 = ,274 - ,© باستخدام التعويض الأمامى أو 
التعويض الخلفي. نفرض آن ,۸ ت 7 حل للجزء التجانس بحيث 1- 12. 
ادن » 0= ,2014 - ,10 آی . ,2810 = U,‏ و 1= Uy‏ وبالتالی فان 

u, = 271, = 21] 2)7-1(7 زح‎ 


ڊ_ (1()00-2- n(n‏ 2 = مر 1(0#- 277070 - 


n(n -1()7 - 2(۰۰۰)3()2(۱۷ = ۵‏ 2 
والآن تفرض أن الحل الطلوب على الشكل ,1,۷- ,۵. فیگون موه > م۵ ان 
2 = ,۷ . كما یکون 


٦‏ ۰ ۱ معدل مة 5 نظر ية التر کیبات 


























et 5 270 14 و‎ =H 
UV, - 10,۲۸۱ SR 
1 11 
2 ا‎ 0 7 
7 12 
11 
بي‎ e 
۱2 
وبالتالی فان‎ 
7-1 11 7۱-2 7-1 11 
ل ان‎ TTT LTT م‎ E TTT EET 
(n —-1)!2 n!2 )7( - 2)12 )7( -1( 7/۱2 
2 11 1 2 1 
- ۰۰ < لم < سس ی ۱ سب + رل‎ + — 4...4 : 
]! 212+ 712 ۱۱ 22 n!2 
ويكون الحل الطلوب هو‎ 
۳ وی جک مهار را‎ 1 
۱ A تال‎ 7/2" 


وکما هو معلوم» فإنه یمکن استخدام الدوال الولدة العادية والدوال الولدة 
الاسية في حل العلاقات الارتدادية. ونقدم الان بعض الامثلة على ذلك. 
مثال(4:۱۱) 

استخدم الدوال المولدة لحل المسألة التالية 1< 7 ,7+ ,0< ,© حيث 
[ - م۵ . 
الحل 


نفرض أن الدالة الوة للمتتالية (,0) هي "در = ()/. إذن 


۲-۷ 


at 2 فتاه‎ 30 + (۲ <1+ 0 x" + nx" 


1۱1 =] ۲۲ <[ n= 


العلاقات الار تدادية 





۱۷ 
5 دجسم + () 5 +1- سر + Da,"‏ +1 = 

وبالتالي فان 
ا 2 ۶-2 


1 2 
ا هت بو 
=1 = 
ومن معامل ”× نجد أن ورد + ۹210۳ 


“U = 
2 
مثال(۱۲,)‎ 


استخدم الدوال الولدة لحل المسألة التالیة: 1< 7 ,4۳۱+ ,20 - ,ي 


نفرض أن الدالة الولدة للمتتالية (,0) هی ۵,۳ < - ()7 
۲۲-۷ 


)( - a + ره‎ - 1+ (24, + 4" ( 


11-1 


ا + (x)‏ 27 + 1 - 20 ری ۱ 1+2 
A‏ 47 
وبالتالي فان 


1 - 3x 
7 (> )1- 2*01 -4( 
وباستخدام الکسور الجزئية نجد أن‎ 


سب | رم 
ند | ر 








4 - ]-2( 1-4 























۱۲۰۸ مقدمة ی نظرية التر کیبات 


4 رر + ¥ 9 = () 7 . ویحساب معامل "× نجد أن 
20 بر 0 <م س 


010 58 9 
2 


1 
= لون ع 
2 " 
متال(۱۳,٤)‏ 
استخدم الدوال الولدة الأسية لحل المسألة التالية :۸<1 ,"(1-)+ ,0,4 


حيث 1 تسه 0 


الحل 

















نفرض أن الدالة الولدة الأسية للمتتالية (,4) هي = اذن 
j PF!‏ 
)جر +۱ 26 +( 
uj] FF 7۳‏ 
(-) ب 
x” =1+ xf (x) + [e7 -1|‏ ا سك ربوب 
وبالتالي فان 
۳ ۳ و2 رل =D r‏ =0 





)٤,٤(‏ بناء العلاقات الار تدادیه 
دختم موضوع العلاقات الا رتدادیه باعطاء بعضصضص الامثلة التي توصح کیفیه 


بناشها. 


العلاقات الار تدادية ۵ ۷ ۱ 


منال(۶,۱) 

لتکن 410,1١‏ أبجدية ولترمز ,4 لعدد الکلمات التى طول کل منها 7 والتی 
لا تحتوی على ثلاثة أصفار متعاقبة» أي لا تحتوی على النسق 000. أوجد علاقة 
ارتدادية للمتتالية (,6) وعين الشروط الابتدائية. 
الحل 
لتكن ٠٠١6,‏ ,2 كلمة طولها 7 ولا تحتوی على النسق 000. إذا كان 1 - ,۲ 
فان ,۰۰۰2 ندید كلمة طولها 7-1 ولا تحتوي على النسق 000. أما إذا كان 
0+-د فانه اما آن یکون 01 - يق آو آن یکون 200 ودج عندما یکون 
01 = و فان ,2,۰۰۰ كلمة طولها 7-2 ولا تحتوی على النسق 000 ؛ 
وعندما یکون 00 = ,×× فلا بد أن یکون 1= ,× وبالتالي فان “:2 تكون 
كلمة طولها 7-3 ولا تحتوي على النسق 000. ينتج فش تفای الما ان 
E‏ .وك ره لکل 3 < 7. ومن جهه تانیه فان 1< و4 لذن الکلم4 
التى طولها صفرء أي الكلمة الخالية» لا تحتوي على النسق 000. وبالشل فان 
2 < ,4 و 24 ره لأن جمیع الکلمات التي طول كل منها | أو 2 لا تحتوی على 
النسق 000 . 
منال(4,۱۵) 

لتكن (0,1,...,9) أبجدية ولترمز ,© لعدد الكلمات التي طول كل منها 7 
والتى تحتوي على عدد زوجي من الأصفار. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,6) 


وعين الشروط الابتدانية. 


الحل 
لتكن ٠-١,‏ ,3ر3 كلمة طولها 7 و تحتوى على عدد زوجى من الأصفار. إذا 
كان 0 * ,د فان ,۰۰۰:, كلمة طولها 7-1 وتحتوي على عدد زوجي من 
الأصفار. أما إذا كان 0= ا فان ,7::۰۰۰2 كلمة طولها 7-1 وتحتوى على 
عدد فردي من الأصفار. يما أن عدد الكلمات التى طول كل منها 7-1 يساوي 
'”10؛ فنجد أن (_,ه-'”10)+ ,94 - ,ه. آيی ۱0۳۲+ ,84 - ,ه لكل 
1[ <7. کذلك. 1= وه لان الكلمة الخالیه . لا تحتوی على أصفار. 
متال(۱۱,) 

نقول عن مستقیمات في الستوی نها في وضع عام عندما تتقاطع زوجا زوجا 
واي ثلاثة منها لا تلتقی فى نقطة. لترمز ,© إلى عدد الناطق الناتجة عن 7# من 
الستقیمات التى هی في وضع عام في الستوی. آوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,ه) 
وعين الشروط الابتدائية. 
الحل 

لتكن ,رآ.:٠٠٠..طآورة‏ مستقيمات في وضع عم في المستوى ولتكن 
,رك 4,4,٠“,‏ نقاط تقاطع ,1 مع ,1,۰۰۰ على الترتيب. نلاحظ أن 
النقاط ,4 ,4,۰۰۰ ,4 تقسم ,1 إلى 7 جزءا. كما نلاحظ أن 1,1,٠1,‏ في 
وضع عام في الستوی» وكل جزء من أجزاء ,با يقسم منطقة من المناطق المعينة 
بالمستقيمات ررل.۰۰ ,لول إلى منطقتين. إذن ۸+ ,6= ,2 لكل 1 <71. 


گذلك ؛ واضح أن - م6 . 


العلاقات الار تدادية ١١‏ 


)٤,۱۷(لاتم‎ 

لترمز ,ك إلى عدد التباديل التامة للمجموعة (1,2,...,7). آوجد علاقة 
ارتدادية للمتتالية (,4) وعين الشروط الابتدائية. 
الحل 
سنجد ثلاث علاقات ارتدادية مختلفة للمتتالية (,©). 
0( واضح اق 20 ,7 ,[< ره . لتکن (1)1,2,...,7< 1 حیث 7<3. وليكن 
,3 تبديلا تاما للمجموعة × . إذن ۶1 ٠×,‏ وبالتالی فان مجموعة 
التباديل التامة التى فيها 2 = ,× ۰ ومجموعه التبادیل التامه التی فیها 3= ,× 
...۰ ومجموعة التباديل التامة التى فيها 7 - ,× تكون تجزئة لمجموعة التباديل 
التامة للمجموعة × . واضح أن كلا من أجزاء هذه التجزئة يحتوي على العدد نفسه 
من التباديل التامه للمجموعة 2. ليكن ,6 هو عدد التباديل التامة للمجموعة × 
والتى فيها 2 = ۲. إذن ,© (1- 7) - ,4. ولحساب ,4 فإننا نعتبر مجموعة 
التباديل التامة التى لها الشكل ٠:‏ 27 رد ,...ود 2 عن وم غد ربا و 
توجد تجزئة لهذه المجموعة إلى جزأين: الأول يتكون من التباديل التامة التي فيه 
1 - رد والثانى يتكون من التباديل التامة التى فيها 21 ,۲ . إن عدد التباديل 
التامة في الجزء الأول هو , ,4 لأنه يساوي عدد التباديل التامة 32,٠٠١0,‏ 
للمجموعة (3,4,....7) التى فيها ۶7 ,۲ و غ ,د ,3 کج ید . أما 
عدد التباديل التامة فى الجزء الثانى فهو ,ك لأنه يساوي عدد التباديل التامة 


,۰۰۰2 2,2۲ للمجموعة (,...,4,ذ,1 التى فيها 


0 


x 7‏ و . .وك 36 بت ,263 ¥ یاعد ند . ادن + ر a =d‏ وبالاتاالي ق ان 
23 وان + 5-114 )- ,0 . وإذا اصطلحنا على وضع 1 - ر فانه يمكن كتابة 
العلاقة الارتدادية والشروط الابتدائية على الشکل 722 ,| 4+ جم0-1(۱4< ,04 
حیث 0= ,© ب1< و4 . 

(ب) ضع 770 - d,‏ = ,4 لكل 1< 7. باستخدام ره + مر 4 ]را - ) < ,4ك 
نجد أن[ -)۸-1(d‏ ,1]4- - ر 0-70 - ,ه. اذن ©- - ,© لكل ۸<2 
و = 4؛ وينتج ان "(1-)= ,4 لكل 1< . إذن 7<1 '(1-)+ =nd_‏ ,4 
حيث 1= م4 . 

(ج) لیکن 67 تبدیاد للمجموعة (۸4<1,2,...,7 ولتکن }× + ()۸۰۱0 € ۱۲ < ظ . 
إذخ 7 تعطینا تبدیلا تاما للمجموعة 8 التى هي مجموعة جزئية من 4 . ونصطلم 
علی آن © تعطینا التبدیل التام الوحید للمجوعة الخالية عندما تکون ۸۵ = 8 . 
وبالتالی یمکن تعریف تبادیل المجموعة (,...,۱,2) = ۸ كما یلی: نختار مجموعة 
جزئية 4 2 ثم نختار تبدیلا تاما > للمجموعة 8 ثم نعرّف تبدیلا © 
للمجموعة 4 بوضع (70 = («)ت لكل لع ۲ و ×= (*«)ت لکل 8 ۶ ۶ . واذا 


06 
كان =| 8 | فان عدد طرق اختيار ۸۶ یساوی 08 إذن» بحساب عدد تباديل 


4 مباشرة وعن طريق التباديل التامة للمجموعات الجزئية من ۸ نجد أن 


2 4, = n! 


k=Û 
۲-1 11 
۲1 . 1 وبالتالی فان 1 < 7 4| » ,0 حیث‎ 
=0 ال‎ 


نقدم الان المسألة المعروفة بأحجية ابراج هانوی. 


العلاقات الار تدادية 1۳ 


متال(4,۱۸) 

توجد ثلاته آوتاد رأسية ۲ على لوحه أفقية. ویوجد 7 من الاقراص 
الثقوبة حول مراكزهاء وهذه الاقراص مختلفة من حیث الأقطار ومرتبة على الوتد 
4 بحیث تتناقص آطوال آقطار الاقراص من آسفل إلى آعلی. نرید نقل الأقراص إلى 
الوتد © شرط أن نحمل في النقلة الواحدة قرصا واحدا وشرط أن لا نضع قرصا فوق 
آخر إذا كان الأول أكبر من الثاني قطرا وشرط أن نستخدم الأوتاد 4,8,0 فقط 
المطلوب إيجاد المتتالية (,©) حيث ,4 ترمز إلى أصغر عدد ممكن من النقلات التى 
تفی بغرضنا عندما یکون عدد الأقراص يساوي 7. 
الحل 
یبین الشکل التالی أن 7 من الاقراص الختلفة مرتبة على الوتد 4 بینما الوتدان 8 


و € خالیان من الاقراص. 


أولاء ننقل جميع الأقراص ما عدا القرص الأكبر من الوتد 4 إلى الوتد 8. وبالطبع 
فإن القرص الأكبر يترك ثابتا في مكانه أثناء إجراء عمليات النقل. إن عدد النقلات 
الأمثل لإنجاز الهمة السابقة يساوي ,.,6. ويبين الشكل التالي الأقراص في الوضع 
الجديد. 


الان» ننقل القرص الاکبر من الوتد ۸ إلى الوتد € وننجز هذه الهمة بنقلة واحدة. 
ثم ننقل الأقراص الأخرى من الوتد 8 إلى الوتد )» وننجز هذه الهمه بعدد من 
النقلات يساوي , ٩,‏ . ويمكن برهان أن الخوارزمية السابقة هي الخوارزمية المثلى 
لنقل جميع الأقراص من الوتد 4 إلى الوتد . إذن ,© +1+ ,4 = ,6 
وبالتالي فان 1+ ,220 = ره لكل 2 <#. كذلك 1= ,© ؛ وإذا اصطلحنا على أن 
0= ,4 فيكون 


+1, 7 < [ 


77-1 


26 = ,0 حيث 0= و0 . 

تظهر آعداد کتلان Catalan numbers‏ ف كثير من مسائل العد. ولتقديم هذه 
الاعداد فاننا نختار مقاربة هندسية. إذا كانت لدینا منطقة مضلعة محدبة. وقسمناها 
إلى مناطق مثلثة مستخدمین أقطارا غير متقاطعة زوجا زوجا داخلها. فإننا نسمی 
مجموعة الناطق الثلثة متالثه 126100داعمة1:1 للمنطقة الضلعة. 
منال(4,۱۹) 

لكل عدد صحیح 2 < ۰7 لترمز ,7 إلى عدد مثالثات منطقه مضلعه محدبه 
عدد اضلاعها 1+ 7. ولنعرف 1= + ,0= ,/. آوجد علاقة ارتدادية للمتتالية 


 ),(‏ ثم آو جد صیغه جب یه مختصرة للحد العام 


العلاقات الار تدادية ۱۱۵ 


الحل 


نجد بسهوله آن 1< «. نفرض الان أن 23 ۰7 ولتکن ۸ منطقه محدبه عدد 


اضلاعها 7+1 ورژوسها النقاط ر,,",...,,۷:۷ كما يوضم الشکل التالي : 


Vnr1‏ بیط را 


اي هم و / ” e‏ 





نختار ضلعا [ب)]» مثلاء ونثبته. إذا كانت / مثالثه للمنطقه ۸ > فان | ۷,۷] 
یکون ضلعا لنطقة مثلثة ۵ من مناطق 7 ویکون أحد الرژوس 1+ ]1 ز با 2 زور 
,انيا لف واضح أن ۵ تقسم النطقة التبقيسة من ۸ إلى منطقتین مضلعتین 
محدبتین ,۸ و ر۸ عندما یکون 1۶۸+2 و 1۶۸-1 . آما إذا كان 2 +/ |¡ 
أو 1- ۸= 1 فان ۸ تنقسم إلى ۵ وإلى منطقة مضلعة محدبة آخری '۸. ومن هنا 
فان عدد اضلاع ۲ یساوی 1+ 7 وعدد اضلاع R,٫‏ يساوي [ + - ۸ حيث 7 
يساوي أحد الأعداد اذك ووعيدد أضلاع '۸ يساوي 7. واضح آن 7 
تعطينا مثالثات لكل من ۲ و يل و /ء واذا كان لدينا مثالثات لكل من / و 
۸ و ,۸ فإننا نحصل على مثالثة للمنطقه ۸ . وبما أن عدد أضلاع R'‏ و بل و 


۲ یساوی H7‏ و [ + 7 - 71 E‏ 1+ 7 على التر تیب فان عدد مثالثات '۸ E‏ )1 و 


١١‏ معدل مة في نظرية التر کیبات 


يساوي برا رم و باعي الترتیب. وبالتالي» عدد مثالشات جد بساوي 
,// عندما یکون 1۶۸+2 و 1۶۸-1 ؛ كما أن عدد مثالثات ۸ یساوی 
,/ عندما يكون 2+2 -:2 أو 2-1 -: . اذن» راء أى عدد مثالشات ۰7 
بح ال اعد واو FIT EE‏ لوت FF‏ 23 ,نا 


۲۱-1 


أن [ - 4 ,0 = 7 فان ,7 تحقق لكل 3 < 7 العلاقه 


“اس مسمس ا لكا لوي ل اساي اونا بيار حزق لاك 1 
ولا كانت 1= را فان (*) تتحقق لكل 2 < 7. ونخلص إلى أن المتتالية (,/) 
بو ¥ 


ها و Cg‏ .1 
1< 1 ,0 = و/ 


و یجاد ,ا دستخدم طريقة الدوال المولدة. ف الح 





هی الدالة الولدة للمتتالية (,). عندئذ 


e 


+ د =f + 1+ 3 (fof, thf,‏ مم + + =t‏ ابر ۶ 3 )x(=‏ [ 
بر حير حير احبر 
(of, (۲ = + )/)0(‏ = ولو +( () FIX + f‏ و 
إذن 0= × +(0)/- ()/) 
۰ 171/14 
ومنه لخدت 


. )x*(= تست‎ 


والان نجد مفکوك ()7 باستخدام متسلسلة ذات الحدین كما يلى : 


= ()7 وبما أن 0= ,/- (0) فان 


العاكقات الار تدادية ۱۲۷ 


۱ 


5 + 7 ۳ 2 ۷ 2 - 1_1 ۱ 
9 ` و 2 ۰ و 2 5 7 e‏ 


رادم 


ٍِ 7 فر AF < 1 H+Î‏ 77 ۱ 
E 1"4 4,‏ 12 8 ۱۳4 +1 اد 
11 م 1 1 7 7+1 58 
تک ات۹ ۳ 4 )1 E‏ 


_ )لف yar‏ رود 


>C 4” CD ند‎ :)20-3( . 


n! 
_ حورم 1۰22۳ , 0 ك1‎ [ 
هد زرط و‎ OD 2n! 0-7 
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27۸-۸ ) [1 ۱ ۲ 
ادن ۱ = 7 لكل 1 < 7. وتسمى المتتاليه (,)» حيث 
n-—‏ )7 





7 ]| 1 ۱ 
۱ ۱ = ىن 4 ع ره لكل () < ۰7 متتالية اعداد كتلان. 
7 1+ 77 


تمارین 
-١‏ تسمی الکلمات التي حروفها من الأبجدية (0,1) کلمات ثنائية. لترمز ,© إلى 
عدد الکلمات الثنائية التی طول کل منها 7 والتي تحتوي على النسق 00. 


أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,۰)4 آوجد الشروط الابتدائية» ثم آوجد الحل. 


۲- لترمز ,5 إلى عدد الكلمات الثنائية التي طول کل منها 7 والتی ت تحتوی على 
النسق 000 . آوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,0) آوجد الشروط الابتدائية 
ثم آوجد الحل. 

۳- لتكن (۲1,2,...,7 = ۸ عندما ۸<0 و - 4 عندما 0 - 7. ولترمز ,© إلى 
عدد المجموعات الجزئية من 4 التى لا : تحتوی على عددين صحيحين 
متعاقبين. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,4)» أوجد الشروط الابتدائية» ثم 
آوجد الحل. 

5- تسمی الكلمة التى حروفها من الأبجدية (0,1,2,3) كلمة رباعية. لترمز ,4 إلى 
عدد الكلمات الرباعية التي طول كل منها 7 والتي تحتوي على عدد زوجي من 
الحرف 0. آوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,4) آوجد الشروط الابتدائية» ثم 
أوجد الحل. 

۵- لترمز ,ه إلى عدد الکلمات الرباعية التى طول کل منها 7 والتی تحتوي على 
عدد زوجي من الحرف 0 وعدد زوجی من الحرف 3 . اوجد نظاما من العلاقات 
الارتدادية یربط(,4) بأمثالها من التتالیات العرفة بناء على زوجية أو فردية 
تکرار الحروف فى کلماتها. آوجد الشروط الابتدائية. 

5- (أ) آوجد الحل لتمرین (۱) بعد استبدال (تحتوي) ب لا تحتوي). 

(ب) آوجد علاقة بين التتالية (,4) العطاة فى (ا) ومتتالية فيبوناتشي (,5) . 
(ج) استند إلى (ب) واستخدم عدد الكلمات الثنائية التى طول کل منها 7 والتی 
تکرار الحرف 0 فیها يساوي / لاثبات أن 


العلاقات الار تدادية 


رم لت 
n>1‏ | فده 7 


<0 


١ 184 


۷- أوجد الحل لتمرين (۲) بعد استبدال (تحتوي) بب (لا تحتوي). 

۸- تسمى الكلمة التي حروفها من الأبجدية (0,1,2) كلمة ثلاثية. أوجد الحلول 
للتمارين (۰)۱ (۰)۲ (5أ)» (۷) عندما تكون الكلمات ثلاثية. 

4- يقال عن مجموعة الدوائر إنها في وضع عام في مستوى إذا كانت تقع في المستوى 
بحيث تتقاطع زوجا زوجا في نقطتين ولا تتقاطع ثلائا ثلاثا في أية نقطة. لترمز 
,4 إلى عدد الناطق الناشئه عن 7 من الدواثر التي هي ف وضع عام في المستوى. 
آوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,0) آوجد الشروط الابتدائية » ثم آوجد الحل. 

-٠١‏ آوجد الحل لسألة آبرام هانوي عندما یکون عدد الاوتاد آربعة. 

1- أوجد الحل للتمرین (۵) عندما تکون الکلمات ثنائية. 

5- أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,4) › أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد 
الحل عندما يكون 

a, -12+25+ ...+ “سم‎ )( 


وب (1-+ 2(2 +... +223 +2 ه ] ح يه 


(ج) و +...+3+9+]1 - a,‏ 

۳- تسمى دائرة على سطح كروي دائرة کبری إذا كان مركزها هو مركز الكرة 
نفسه. لترمز ,4 إلى عدد المناطق على السطح الكروي الناتجة عن7 من الدوائر 
الکبری التى لا تتقاطع ثلائا ثلائا في أية نقطة. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية 


(,4) ۰ أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد الحل. 


8 ۲ ۱ مرل هة ف نظر ية التر کیبات 


5- لترمز ,4 إلى عدد تباديل المجموعة [1,2,...,7) التي يجعل کل منها كل 
عدد في موضعه الطبيعي أو في الوضع الذي يسبق مباشرة موضعه الطبيعي أو في 
الموضع الذي يلي مباشرة موضعه الطبيعي. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية 
(,0) ۰ أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد الحل. 

۵- يستطيع روبت (آي» إنسان آلي) أن يتحرك إلى الأمام بخطوات كل منها متر 
أو متران. لترمز ,8 إلى عدد الطرق التي يقطع بها هذا الروبت مساراً طوله ‏ 
مترا. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,,6)» أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد 


الحل. 


d, 0 3 -1‏ 11 1۰ سم 
- إذا كانت | . =4 و = ۸ فاوجد علاقات ارتدادية 
d, 0 2‏ 7 ۳ 
تربط بين التتالیات ) (Cc, ) 6 ( 3 (a,‏ 3 ( ,0) واستخدم تلك العلاقفات 
لحساب ۸4۳ 

۷ لس تكن «CB, SI‏ ولتكن A,‏ 2 ب حيثث 
eB «8 <8, :۵>9> 6-0-6-0‏ ,)= ۸ . أثبت أن ۸+ رد = برد 
وآوجد علاقة مشابهة تربط بين ,وه و ,رده ثم آثبت أن التتالية (,ه) 
تحقق العلاقة ۲-2 و_,0 - ,4. أوجد الشروط الابتدائیه › ثم آو جد لحل. 

۸- لتكن المصفوفة [4]- ,4 مصفوفة من النوع 77 بحيث كل عنصر قطري 
فيها يساوي 2 وكل عنصر يقع فوق أو تحت القطر مباشرة يساوى 1 بينما كل 
عنصر آخر يساوي صفرا. إذا كانت (,061)4 = ,۰ فأوجد علاقة ارتدادية 


للمتتا لیه (0) 3 أوجد الشروط الابتدائية › ثم أوجد الحل. 


العلاقات الار تدادية ۱۳۰ 

4 لدینا 27 نقطة ,,,...,,۳, موزعة على محيط داثرة بحیث تکون رژوس 
مضلع منتظم. لترمز ,© إلى عدد تجزئات المجموعه و ,..., ,1۸ إلى ازواج 
بحيث لا تتقاطع الأوتار العينة بأزواج التجزئة زوجا زوجا. أوجد علاقة 
ارتدادية للمتتالية (,4) » أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد الحل وقارنه بأعداد 
كتادن. 

۰- لترمز ,4 إلى عدد تجزنات المجموعة (1,2,...,7) بحيث تكون أجزاء 
التجزنة أزواجا أو مجموعات أحادية. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,©): 
أوجد الشروط الابتدائية » ثم أوجد الحل مستخدما طريقة الدوال الولدة الأسية. 

-١‏ آوجد الحل العام لكل من العلاقات الارتدادية التالية؛ وإذا كانت الجذور 
الميزة أعدادا مركبة فاكتب الحل العام معتبرا الثوابت الاختيارية أعدادا مركبة. 

() 0= ى_ره3+ ر_ م4 - a,‏ 
(ب) 0 = م4 - ,4 ¬ a,‏ 
(ج) 0= 3,2 + a,‏ 

a, + 2a + (د) 0= مره‎ 
a, +10a, +32@, وهم 0= ,326 + و‎ 


05 E Fg FO, < (و) لا‎ 


4a, -20a,_, +17a,_, - 44, =0 (ن‎ 


a, + 0 


۶7 -[ 


رح( () - ۳ ۳ ۱2 + 


(ط) 0 - 5- ب 0 ۳ و م46 - 2 4a,‏ ۳ ن 38ت بغ“ 


الات آوجد حل کل من السائل التالية؛ وإذا كانت الجذور الميرة آعدادا مركبة 
فاستخدم الصيغة الثلثية للاعداد الركبة لكتابة الحل في شکل بسیط 
(أ) 0= ,»10+ ,2-70 حيث 3= » ,0= ,4 . 
(ب) 0= ر,4۵+ ,2,46 حيث 6= 4 ,1 - ,2 . 
(ج) Û‏ = مره + 6+ ره حیث 2 ح 46 ,0 = 6 . 
(د) کم وت ورت .م حیث [< ۵ ,[1< 4 . 
(هس) 0= ,4ه - میت + ,2-26 حیث ]= ره ,1 - 2 ,2 < ون . 
(و) 0= ,24+ _ره2 - ,ره حيث 2 = ,4 ,1 - 4 . 
(ن 0 = ويه + ,2( )وم 2 - ره حيث (205)0 = ,4 ,1 < و4 . 
(ح) 0= ,66 - ر ۲11۵ رر60- ,2 حيث 
5 - ره ود < 06 .2 = و0 . 
ر 00ج ى ود 0 حت .21 یراع ماع 10 د 07 
(ق) 2۱ و124 - ,166+ ,0-0 حیث 
لا ره یش < LE‏ = 
(ك) 0= ,هك تب 24 - ۾ حيث 0= 2 ,2 = رت . 
(ل) 0= ر ,4+ 4 حيث 3= 4 ,0= و4 . 
(م) 0= و ,46+ ,ره حيث 1= ,4 ,1= 4 . 
(ن) 0ح ,,» + ,0+2 حیث 3= ره ,2 = ر ,1 ح ۵ ,0= ۵ . 
۴- أوجد حلا خاصا لكل من العلاقات الارتدادية التالية 
0 2+ "3= ,66 + 


a, - 0 


[عبر 


العلاقات الار تدادية YY‏ 


(ب) "4 = ,3+ a,‏ 
(ج) 272-77-1 8-8 
(د) 2 + ور و0 + مد - a,‏ 
(ه) "(2-) = _ 4۵+ م4 - a,‏ 


)و( م - و - وب 20 ب رآ ۷ A,‏ 


2 


AH 


00 (27)55- 20-80 + 
dr, ۳ 3 ۵05) 5( a‏ 5 وب 40 [إرشاد : ج 
)م 


= ce, رت + (05)72ت‎ sin(# &) 


: آوجد الحل لكل من السائل التالية‎ -٤ 


| 6 


)ا( 3 0 د_,, 204 1 قد بر ) حیت 1 5 do 5 1 U‏ ۱ 
2 5_ مه ات 
(ب) ۸= ,2,2 حيث 1= 4 . 


(ج) 2 4a,‏ ۳ ب 4ك 


11 1 ۴ ۳ ۷ 


. 4 Sa, 2 حيث‎ 1 


(د) ( 5027۳7 = ,64 - .عه + و © حيث 1- = ,4 ,2= 4 . 
(هم) 2= در + ,22 - ره حيث 0= ,۵ ,1 - 2 . 

(و) ۸ - "2= ر_ 20 + ,ره حيث 1= 4. 

(ن “ "ترك ودين حیث 2 2< ,4. 

(ح) ( 7 3627+( 803 = ,104+ ,74 - ,4 حیث 


5--ح ۵ رد < م4. 


"لكا وتنا a‏ ور فا وا كا 


7+1 


۵- أوجد الحل لكل من المسائل التالية : 


a +7۵, = )(‏ حیث 21 و4 . 
(ب) 11 < ,20 - ,4 حیث 2= 4 . 
_- و ۳ - 


(د) 1= ۸-203 حيث 1= ,4. 


۳ 


7 يبه حيث 21 ,4 ,1 - 4 . 


(ه) 77 - 607+ 50 
(و) 0= ,24 - ,© حيث 24 ,4. [إرشاد: ضع ,© ,108 > ,5] 
(ن 2 ع _,©(2-1)+ ,72 حيث 2/13 = 4 . 
١ح(‏ 7 < ر 18 - ,ي حيث 2= ,2 . 
5- استخدم الدوال المولدة لحل السائل التالية : 
() ۳= ,0-0 حيث 1= ,4. 
(ب) 4ك ,2۵ حیث 21 ,4. 
(ج) + "2 = مر6۵ + ,30 ره حیث 212 4 ,1ح 2 . 


(د) 0= ,6۵ + ,54 - یره حیث 1 - ه ,0 = م4 . 


,8_6 + رر30 < a‏ حيث 0= وه ,1= ۵0 . 


(هب) 0 1 بر 5 


, سا ا" 0 0 ۱ 
(و) "4 + رة - بن - بر "4 + ره - رط - رابت ,26 - بره6 حيث 


5 ۱+ 


0= 06- رط ,اح رك . 
(j)‏ 1- ,60-70 | ,1+ 60+ 5۵< ره حيث 2 = م9 ,<< ,0 . 


7 ابو و 
[ملاحظة : الحل ممکن بطريقة الحذف حيث نجد و,,۵ من العلاقة الأولى ثم 


7 _ 5 ۱ ۱ 5 ۳۳ 
(ح) به 2= مر ۰۰۰ م00 + ,0864 + ,06 حیث 1 ح ,© ,1 - 2 . 


(ط) مد ر1(۵-) + رر۵ = ,ره حیث |= ,۵ ,1 ع ن40. 
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(ی) ۳ ۳ ,24 = بغ حيث [ - 60 . 


( من رفاس 


مبدا برج الحمام واعداد رمزي 
THE PIGEONHOLE PRINCIPLE AND‏ 


RAMSEY NUMBERS 
إن ميدأ برج الحمام بسيط ولکنه أداة فعالة عندما نحاول اثبات أنه يوجد حل‎ 
الحلول الممكنة ولكنه يخبرنا أنه يوجد حل. على الأقل» للمسألة العالجة.‎ 
مبرهنة(۵,۱) (مبداً برج الحمام)‎ 
إذا ورّعنا 77 كرة على 7 صندوقا وكان 7 < ۰77 فإنه يوجد صندوق يحتوي على‎ 
۱ ١-1 

E‏ كرة على الأقل. 

۳1 
البر هان 


7-1 





۱ كرة علسی الأكثر. إذن يكون عدد 


۱1 








' ء 71-1 1 - 11 ۹ 
الكرات اصغر من او یساوی مد ]> وهذا یناقض ان 


عدد الک ات 1 لأا 


۱ ۲ ۵ 


هنالك صیاغات متعددة لهذا المبدأء ویمکن التعبیر عنه بلغة المجموعات كما 
يلي : 


|ذا كان 8 ج 4 : / تطبیقا بحیث 7 < 7 ,۸ = | ,= |4| واذا رمزنا للصورة 





ام مد( 
1/ | 





)ه,١(لاثم‎ 

اذا كان 7 عددا میت عد فان کل مجموعة جزنية ر4 ,...04,,45) 
عدد عناصرها 7+1 من المجموعة (11,2,...,27 يجب آن تحتوی على : 

0( عددین أوليين ينا (ب) عددين بقسم آحدهما الاخر. 

الحل 
(أ) نكون مجموعة الأزواج ((1,2(,)3,4(,...,)2-1,27)) =4 . لاحظ أن 
|4 |. إذن يكون لدينا 7+1 كرة (الأعداد ,©) نريد توزيعها على 7 صندوقا 
(الأزواج (1+ ز ,7 )). بتطبيق ميدا برج الحمام نجد أنه یوجد صندوق يحتوى 
على كرتين على الاقل. وبالتالي يحتوي على كرتين بالضبط. إذن تحتوي المجموعة 
[,,,0,:0,:۰.۰:۵) على عددين متعاقبين /1,2- 2۸ وهما أوليان نسبیا. 
١ب)‏ لکل 27۲1 زره [ لیکن و( ,2 حيث ,0 عدد فردي» ولستکن 
(1- 27 ,...,1,3) - 8 . لاحظ أن 8|۸ | وأن b, eB‏ لكل ر عفنا ان فد 
عناصر (,ب,0:0,...,0) يساوي 7+1 وبما 7 -| 7 |۰ فإنه يوجد 7277 / بحيث 
,۵ = :5 . وبالتالی فان 20,2۳ 6-02۳ ویماان “تيم ديوع فان :8 او 


٩,‏ يقسم الاخر. 


مدا برج الحمام واعداد رمزي ۱ 


ادا كان عدد الكرات الوزعه يزيد على عدد الصناديق بواحد. فإنه ينتج من 


مبرهنه(؟6,5) 
ادا كانت 2 و۰ ۰۰و 191 و 711 أعدادا صحيحة موجبه ووزعنا 1+ 11- ايند +My‏ 111 


كرة على 7 صندوقا فانه إما أن يحتوي الصندوق الأول على 77 كرة على الأقل 
أو أن یحتوی الصندوق الثاني على ,77 كرة على الأقل»...ء أو ان یحتوی الصندوق 
رقم 7# على ,77 كرة على الأقل. 

البرهان 

نفرض أن الصندوق رقم ۸K‏ يحتوي على 1- ,7 كرة على الأكثرء لكل 7 > / >1. 
إذن يكون عدد الكرات آصغر من أو يساوي 

hm, + mM, +... + 71, -‏ = (1 - ,)+ ...+ (1- ,#م) + (1- ) وهذا يناقض أن 
عدد الكرات يساوق 1+ 7- ,7 +۲۰.۰.۰ + 7 . 

منال(۵,۲) 


د .6۰:۰۰ متتالية من الاعداد الحقيقية الختلفه. فانه توجد 


اذا کانت . 
]+ 11 


الحل 
لكل 1+ "> ۶> 1 نفرض أن ,ا يساوي طول آطول متتالية جزئية متزايسدة تبدا 
بالعدد ,© . إذا كان أى 7 آکبر من أو يساوي 7+1 فاننا نحصل على الطلوب. 


لذلك نفرض آن 7> />1 لكل (. إذن یکون لدینا 1+ "7 كرة (الاعداد ,1) نرید 


توزیعها علی 1 صندوقا (الأعداد وه دوک با ن. بتطبيق میدا برج الحمام نجد أنه 


n” +1-1 


F1 
04 علی الاقل ۸+1 من الاعداد ا بحيث تکون متساویه. سلكيت آن الاعداد‎ 
المصاحبة لهذه الاعداد ,1 تکون متتالية جزئية متناقصة. نفرض أن ,4-4 حيث‎ 
ز > :. سنثبت أن ,© < ,© . إذا كان ,© ع ,۰۵ فان ره > > لأن حدود التتالية‎ 
العطاة مختلفة. اذن التتالية الجزئية الکونة من ,۵ متبوعا بأطول متتالية جزئية‎ 
تبدأ بالعدد ,4 تعطینا متتالية جزئية متزايدة طولها 1+ ,1. إذن 1+ ,1< ,۰1 وهذا‎ 


تمارین (۵,۱) 
۱- نقول ان ۸4 نقطة شبكية عندما تکون |حداثیاتها آعدادا صحيحة. 
0 إذا كانت 4 ,...,ر4 ,4 خمس نقاط شبكية مختلفة في الستوی. 
فاثبت أنه توجد بينها نقطتان بحيث تكون نقطة منتصف القطعة المستقيمة 
(ب) إذا كانت و4 ,...,ر4 ,4 تسع نقاط شبكية مختلفة في الفضاء "18 
فأثبت أنه توجد بينها نقطتان بحيث تكون نقطة منتصف القطعة المستقيمة 
۲- أثبت أنه إذا رتبت الأعداد 1,2,...,36 عشوائيا بشكل دائرىء فإنه توجد 


ثلاثة أعداد متعاقبة يكون مجموعها أكبر من أو يساوي 56. 


مدا برج احمام وأعداد رهزي ۱۲۵ 


*- تم تشغيل جهاز تكييف لدة 300 ساعة خلال فترة 15 يوما. أثبت أنه توجد 
ثلاثة أيام متعاقبة شغل خلالها الجهاز لمدة 60 ساعة على الأقل. 

4- عمل سائق سيارة لمدة 81 ساعة خلال فترة 10 أيام. أثبت أنه يوجد يومان 
متعاقبان عمل خلالهما السائق لمدة 17 ساعة على الأقل. 

ه- لتکن - علاقة تكافؤ معرفة على ,2*2 كما يلى : (0,4) - (ط,4) إذا وفقط إذا 
كان 1007© > © و 011007 = (. جد أقل عدد من الأزواج المرتبة بحيث 
ينتمى زوجان مرتبان على الأقل إلى فصل التكافؤ نفسه. 

اك تتکون الابجدية الانجليزية من 21 حرفا صحیحا و 5 حروف علة. 

0( أثبت أن أى تبديل لحروف هذه الأبجدية یجب آن یحتوی على 4 
(ب) أثبت أن أى توزیم لحروف هذه الأبجدية على محيط دائرة يجب أن 
يحتوي على 5 حروف صحيحة متعاقبه. 

۷- تدرب لاعب شطرنج لدة 77 يوما. وان يلعب مباراة واحدة في الیوم على 
الاقل. لكنه لم يلعب آکثر من 132 مباراة طوال فترة التدریب. اثبت أنه توجد 
ایام متعاقبة خاض خلالها اللاعب 21 مباراة بالضبط 

۸- إذا كان (,7) © رسما (بسيطا منتهیا) بحیث 2 <| ۰۱7 فأثبت أنه یوجد 
راسان ٤7‏ ,ند بحیث ()468 = (068)0. 

4- اذا كانت ,ب) دورة في رسم ما واذا عنونست رژوسها عسشوائیا بالاعداد 
0 ۰ فاثبت أنه توجد 3 رژوس متعاقبة مجموع عناوینها آکبر من أو 


1١١‏ إذا كانت ,يك ,....بك, كل نقاطا ف الستوی بحيث 2 < ۰7 واذا كانت أى 
ثلاث منها غير متسامتة (آي. لا يمر بها مستقيم) وإذا كانت 1+ "7 من القطع 
المستقيمة تصل بين هذه النقاط فأثبت أن الشكل يحتوى على مثلث. [إرشاد : 
استخدم الاستقراء الریاضی على 7 و مبدا برج الحمام]. 

-١‏ إذا صبغت أضلاع الرسم التام م باللونين الأحمر والأزرق» فأثبت أنه توجد 
دورة ثلاثية بحيث يكون لإضلاعها اللون عينه. 

۲- إذا كان / تبديلا ينتمي إلى زمرة التناظر (5,.0) » فأثبت أنه يوجد عددان 
صحيحان موجبان ژ,ژ بحيث "7 = "۶ > ثم استنتج أنه يوجد عدد صحيح 
موجب / بحيث "7 يساوي التبدیل المحاید. 

۳- اذا كان 7 عددا ۳ موجپا فأثبت أنه یوجد عدد صحیح موجب 71 
یقبل القسمة على 7 بدون باق ويحتوي تمثیله العشري على الرقمین 0,/ فقط. 
5- لتکن ,,۵,,::...,۵ متتالية من الاعداد الصحيحة الوجبة بحیث تحتوی 
بالضبط على 7 من الحدود الختلفة. إذا كان "2 < ۰77 فاثبت أنه توجد متتالية 
جزئیه حدودها متعاقبه ف التتالية الأصلية بحیث یکون حاصل ضرب حدودها 

مربعاً کاملا. 

۵- إذا كانت ,,,,,©.....,4,,4 متتالية من الاعداد الحقيقية الختلفت فأثبت أنه 

ما توجد متتالية جزئية متزايدة طولها 7+1 أو توجد متتالية جزئية متناقصة 


طولها 7+1 . 
55- لن اتاوء عو وةئ 0 متتالية من الأعداد الصحيحة الموجبة بحيث 


4 >... > ,ر > ,۵ . اثبت انه اما توجد متتالية جزئیه عدد حدودها 7+1 


m+] 


مبدا برج اخمام و اعداد رمزي ۱۳۹ 


بحیث أى حد من حدودها لا یقسم أي حد اخر أو توجد متتالية جزئيه عدد 
حدودها 7+1 بحيث یقسم کل حد من حدودها الحد الذي یلیه. 

١١/‏ - مثلث متطابق لاضلاع . طول ضلعه 2 سم. ما هو آکبر عدد من النقاط التي 
یمکن اختیارها من بين النقاط التي تقع داخل الثلث وعلی اضلاعه بحیث تکون 
لسافة بين كل زوج من النقاط الختارة أكبر من 1 سم؟ 

۸- مربع طول ضلعه 2سم. ما هو آکبر عدد من النقاط التى يمكن اختیارها من بين 
النقاط التى تقع داخل الربع وعلی اضلاعه بحیث تکون السافة بين کل زوج من 
النقاط الختارة أكبر من ۹/2 سم؟ 

۹- لتکن 2ح (م:..۸<10:0,:۰ مجموعة مولفة من 6 آعداد صحيحة 
موجبة مختلفة بحیث 113<)4(>14. لكل ى × ۰ نجد مجموع 
الاعداد النتمية إلى × . آثبت أن الاعداد الناتجة لا يمكن أن تکون مختلفة. 

۰- لتکن 2ح (4,..., ,14,4 =4 مجموعة مولفة من 5 آعداد صحيحة 
موجبة مختلفة بحیث 9> (113:<)4. لكل ۸ > × ۰۵ نجد مجموع الاعداد 


النتمية إلى . آثبت أن الاعداد الناتجة لا یمکن أن تکون مختلفة. 


(۵,۲) أعداد رمزى 
إذا صبغت أضلاع الرسم التام ,16 باللونين الأحمر والأزرق» فانه يمكن 
استخدام مبدأ برج الحمام لإثبات أنه توجد دورة ثلاثية أحادية اللون. في الحقيقة. 
نختار أي رأس ۷ فى ع فيكون 5= (068)7. إذن» لدينا 5 كرات (الأضلاع 





علی ۷ . اي توجد ثلاثه اضلاع ‏ ولتکن ۷,6 ,(,۱۲,۵(,۱۷ ۰ لها اللون نفسه ‏ 
ولیکن الأحمر مثلا. الآن» إذا كان أحد أضلاع الدورة الثلائية التى رژوسها 0,8,0 
مصبوغا باللون الأحمر فإننا نحصل على مثلث أحمر وإلا فإننا نحصل على مثلث 
اوق 

نلاحظ أنه یمکن صبغ أضلاع کل من K,‏ و > باللونین الاحمر والازرق 
بحيث لا نحصل على مثلث أحادي اللون. على سبیل الثال: إذا مثلنا اللون الااحمر 
بخط متصل و اللون الأزرق بخط متقطع فان كلا من الرسمین التالیین لا يحتوي 


على مثلث احادی للون. 








كما نلاحظ أنه إذا صبغنا أضلاع ,£ بلونین؛ فانه لكل ۸<6 لا بد أن 
يحتوي ,۸ على مثلث آحادی اللون . لان ,۸ یحتوی على نسخه من 6 لكل 


, 7 < 6 


مما سبق نستنتج أنه إذا صبغنا أضلاع ,6 بلونین» فان آصغر عدد 7 يضمن 
لنا احتواء ,6 على مثلث آحادی اللون یساوی 6. ونقول إن العدد 6 له خاصة 
رمزي من النوع (3,3) والعدد 5 ليس له هذه الخاصة كما نقول إن العدد 6 أحد 
أعداد رمزي. وأكثر تحديدا نقول إن 6 هو عدد رمزي من النوع (3,3) ونكتب 
R(G,3) =6‏ . 
تعریف(۵,۱) 
لتکن 77,ز ,1 آعدادا صحيحة موجبة بحیث 2  <‏ ,2 < :. تقول ان ۸ له خاد 
رمزي من النوع (/,ة) إذا تحقق ما يلى : كلما صبغنا اضلاع ,6 باللونین الاحمر 
والأزرق» فإنه ما أن يحتوي ,۸ على ,> أحمر اللون أو أن يحتوي ,× على 
1 أزرق اللون. 
تعريف (۵:۲) 
ليكن 7,7 عددين صحيحين بحيث 2 < 7 ,2 < 7. يسمى أصغر عدد صحيح موجب 
له خاصة رمزي من النوع (7,7) بعدد رمزي من النوع (7,7) ويرمز له بالرمز 
(1)7,7 . 

نهدف الآن إلى إثبات أن العدد (,)۲ موجود لكل 2 < زر ,1<2 
وسنصل إلى ذلك عبر النتائج التالية. 
تمهيدية(١1,ه)‏ 
0 إذا كان 7 له خاصه رمزي من النوع ([,) وكان 7<7 فان 7 له خاصة 


رمزي من النوع (2,7). 


(ب) اذا كان 7 ليس له خاصة رمزی من النوع ((,) وکان 7> 7 فان 77 ليس 
له خاصه رمزی من النوع (01,7). 

(ج) إذا كان ۸ <1 ووجد ( ,80 فان (ز ,۸)۸ < ,)8 . 

(د) 0,۸ - (ثر,ة)7 كلما وجد (ز ,6 

(ه) 2= (۸(2,۸ لكل 2 < ۶. 

البرهان 

نترك البرهان كتمرين بسيط للقارئ. 

تمهیدیة(۵,۲) 

إذا كان ۶,7 عددین صحیحین بحیث 3 < ,123 ووجد (/,۸)1-1 و 
(1- ز ,6 فان (ز ,7 موجود ویحقق (ز ,0-1 + (1- زر ,)1 > (ز ,۳ 
اثبر هان 

ضع (,6-1+(1- ,6 <۸. يكفي أن نثبت آن ‏ له خاصة رمزی من 
النوع (ز,). اصبغ کل ضلع في ,£ اما باللون الاحمر أو باللون الأزرق» وافرض أن 
۷ أحد رژوس ,7 عرف مجموعتی الرؤوس النفصلتین 0,۴٣۳‏ كما يلي : ل[ ع 1۲ 
إذا كان الضلع 00 أحمر اللون و مع إذا كان الضلع ۲ ,۷ اررق اللون. 


وبالتالى فإن 





| |+ | ۳ |< |۱۳ | - ر, :)5 -<1-م‎ -1(+ 0 -1,j)-2+1 
إذن» بتطبيق مبرهنة(۰)۵,۲ ينتج أنه إما أن يكون (1- ,)۸ <|( | أو‎ 
افرض أن (1- ,)۸ <| 2 |= 7# [البرهان مشابه ف‎ .| ۳۴ |< ۸): -1,,( 


الحالة الأخرى]. إذن بر یحوی علی K;‏ أحمر اللون أو على رگ أزرق اللون. 


ومن ۸ > 171 ينتج أن K,‏ یحتوی علی kK,‏ أحمر اللون آو علی درک ازرق للون . 
ف الحاله الثانیه ؛ یحتوی 1 على الرسم التام 17 ل رک الذی هو اوق اللون. 
إذن» 7 له خاصة رمزی من النوع ([7,7). 1] 
إن النتيجة الباشرة لبرهنة رمزي التالية هى أن عدد رمزي (ز ,)0 

موجود لكل 2 < زر ,2 < 7. 
مبرهنه(۵,۳)(مبرهنة رمزي) 
اذا كان 7.7 عددین صحیحین بحیث 2 < 7 ,2 < 7 قانه یوجد عدد صحیح 
موجب له خاصه رمزي من النوع (7,7). 
البرهان 
نستخدم الااستق اء الرياضي على 7 حيث 7 +1-< 7. من تمهیدیه )٥۱(‏ ينتج ان 
22-2 رت RAA RAS‏ وبالتالى فان المطلوب صحيح عندما 
5 ع 4,7 ع 7 . الان نفرض أن المطلوب صحيح عند 7 ونثبت صحته عند 7+1. 
افرض أن ر +۸+1=1. اذن 7-7 +(1-), 7-(1-)+:1. من فرضية 
الاستقراء ينتج أنه يوجد عدد صحيح موجب له خاصة رمزي من النوع (ز,1-) 
كما يوجد عدد صحيح موجب له خاصة رمزي من النوع (7,7-1). وبالتالى فان 
كلا من ( ,70-1 و (72),7-1/ موجود. الان؛ بتطبيق تمهيدية (7,ه)» نجد أن 
([ ,۸)1 موجود؛ اي أن المطلوب صحيح عئد7+1. لا 

في بداية هذا البند استخدمنا تلوينات أضلاع K,‏ لتعريف خواص رمزي. 
ولغرض تعميم وتطوير الأفكار السابقة» فان تعريف خاصة رمزي من نوع ما يصاغ 


بلغه المجموعات على النحو التالى. 


تعریف (۵,۳) 
لتکن 7,ز ,ز أعدادا صحيحة موجبة بحیث 2 < ار ,2 <:. نقول إن 7 له خاد 
رمزي من النوع (7,7:2) اذا تحقق ما يلي : اذا كانت ۲ مجموعة عدد عناصرها 
7 وکانت (۱۸,۲< ۲ تجزئة لمجموعة المجموعات الجزئية من ۲ التى عدد 
عناصر کل منها 2 ؛ فانه اما أن توجد مجموعة جزئية 7 من 7 بحيث عدد 
عناصر 7 يساوي 7 وبحیث تکون مجموعة المجموعات الجزئیه من / التی عدد 
عناصر کل منها 2 محتواة فى ۲ أو أن توجد مجموعة جزئية ل من 7 بحيث 
عدد عناصر ل يساوي ار وبحيث تکون مجموعة المجموعات الجزئية من ل التی 
عدد عناصر کل منها 2 محتواة فى ۲. 

وبناء على ما سبق. نرمز لعدد رمزي من النوع (۰:2) بالرمز (10,:2. 
وبهدف التعمیم لتکن ,,ف,...,ف,ة آعدادا صحيحة موجبة بحیث ۸<2 ,۸< ,7 
لكل ۸> تر > 1. تقول إن العدد الصحیح الوجب 7 له خاصه رمزي من النوع 
(4,:6....) إذا تحقق ما يلى: إذا كانت 7 مجموعة عدد عناصرها 77 : 
وكانت (,,...,ر,) =۶ تجزئة لمجموعة المجموعات الجزئية من 7 التى 
عدد عناصر كل منها 2 ؛ فإنه يوجد [ بحيث توجد مجموعة جزئية ,7 من ۲ 
بحيث عدد عناصر ر1 يساوي را وبحيث تكون مجموعة المجموعات الجزئية من 
7 التى عدد عناصر كل ۸ محتواة في ,۸ . ويرمز لعدد رمزي من النوع 
(4:,ة....ورةورة) بالرمز (/:,8)3,3,....,3 . ويمكن العودة إلى المراجع للإطلاع على 
المراجع التي تبین وجود هذه الاعداد ؛ وسنکتفی هنا بعرض الحالة البسيطة التى 


تجعلنا نلاحظ أن نظرية رمزي تعميم عميق لبداً برج الحمام. 


مبرهنه (4,ه) 
(1 هيراع FE‏ ی( 2 yl)‏ ...عور )۳ 

البر هان 
ضع 1+ - رز + ۰۰۰+ یف + رف (1-)- رز +۰۰۰+ و + رك سنثبت ولا أن 77 
له خاصة رمزي من النوع (اد,رآ,... ,رای ). لتکن ۷ مجموعه عدد عناصرها ۰17 
ولتکن (,۲,...,ر,) - 2 تجزئة لمجموعة المجموعات الجزئية من 7 التی 
عدد عناصر کل منها 1؛ بالاستناد إلى مبرهنة(۲,ه) نجد أنه یوجد ز بحيث 
<| , £ ۱. إذن» ,ل تحتوی على مجموعات جزئية عدد عناصر کل منها يساوي 
7 وباختيار أي من هذه المجموعات الجزئیه على أنها 7 نستنتج أن 7# له 
الخاصة المطلوبة. إذن» ”> (1,:1,...,ر1, ])۸ . وللحصول على المساواة نثبت أن 
7-1 ليس له خاصة رمزي من النوع (1:,آ,...رأ,]). في الحقيقة. إن 
(1- ) +۰..+(1- رق) + (1-) < 7 - ۰۰۰+ رع كت 7-1 وإذا کات ۲ 
مجموعة عدد عناصرها ۰7-1 وکانت (,۱2,2,,....2< ۳ تجزنه لمجموعه 
المجموعات الجزئية من 7 التی عدد عناصر كل منها 1 بحیث تحقق 
1- ,1| ,| لكل 7> > 1 فانه لا توجد ,2 بحيث تحتوی على مجموعة 
جزئية ,7 عدد عناصرها ,۶. [] 

وننهى هذا البند بالاشارة إلى أن هناك بعض النتائج التي تعطی حدودا علیا 
و حدودا سفلی لأعداد رمزي. ولکن حساب هذه الاعداد آمر فى غاية الصعوبة كما 


تمارین (۵,۲) 
١‏ - أثبت تمهیدیة(۱,ه). 
اب |ذا کانت ,زر آعدادا صحيحة موجبة بحیث < ز ,< ۶ فأثبت أن 
R(i,k;k) =i (i)‏ 
(ب) R(k, j;K)= j]‏ 
۳- ليكن ز,: عددين صحيحين بحيث 3< ر ,3< :. إذا كان كل من (1- ,۸)1 
و 0-7 عددا وجا فأثبت أن 
j)-1‏ ,۳0-1 +(۱- زر ,۳0 > (ز RC,‏ 
-٤‏ آثبت أن 9 - (7)3,4 كنتيجة لا یلی : 
() استخدم تمرين ۳ لبيان أن 9 > (۸)3,4 . 
(ب) اصبغ الرسم آدناه باللون الأحمر وبقية أضلاع الرسم ,> باللون 


الاذرق؛ ثم استنتح آن العدد ٩‏ لیس له خاصه رمزي من النوع (3,4) . 




















۵- آثبت أن 14- (7)3,5 كنتيجة لا يلى: 


(آ) استخدم تمهیدیة(۲,ه) وتمهیدیسة(۵,۱) (ه) وتمرین 4 لبيان أن 
4 (7)3,5. 


مادا بر ج احمام وأعداد رهزي ۱۳۵ 


(ب) آثبت أن العدد 13 ليس له خاصة رمزي من النوع (3,5) ؛ وذلك 
باستخدام التلوین التالي لأضلاع الرسم بر . لتکن (و۷,...,و۲,۲) = 7 
هي مجموعة رژوس ,£ . لكل 13> ,> 1 اصبغ الضلع (,۲,) باللون 


اروف 


aa 5‏ ال ا ا ره 
إذا كان 7,7 عددين صحيحين بحيث 7<2 ۰/<2 فاثبت o‏ | ۳ ات 
ز رو 


مقدمة في نظرية التركيبات 


(شمن (ساوں 


THE (۲,۷ ۸ THEORY OF COUNTING 


في هذا الفصل» يحتاج القارئ إلى معرفه عامه بمبادی نظرية الزمرء وإلى الام خاص 
بزمر التباديل وزمر تناظر الضلعات النتظمه وزمر تناظر المجسمات النتظمه. 

لتكن ۸۷ علاقة تكافؤ على مجموعة منتهية ۸ ولتکن ۸/۸۷ مجموعة 
فصول التكافؤ. غالبا ما نهتم بحساب عدد فصول التکافو | ۸۷/ ۱۸. إذا كان 
# -| 4| وكان كل فصل تكافؤ يحتوي على :7 عنصراً فان -| ۸/ 4| لأن 
۷ 4 تجزئة للمجموعة 4. أما إذا كانت فصول التكافؤ تحتوی على أعداد 
مختلفة من العناصر فان حساب | ١‏ / 4| ليس بهذه البساطة. وعندما تكون علاقة 
التكافؤ ناتجة عن وجود تناظر ما فان هذا التناظر يربطنا بنظرية الزمر من خلال زمر 


)٦,١(‏ المدارات 
لتكن 6 زمرة تباديل للمجموعة المنتهية .X‏ نعرف العلاقة ۸۷ على 
الأ کما يلي : لكل ع ,7 فان 2۷ إذا وفقط إذا كان يوجد )ع £ 


۱:۱ 


بحيث =( )£ . نلاحظ أن ۸۷ علاقة تكافؤ على .X‏ نرمز لفصل التكافؤ 
للعنصر 2/۲ × بالرمز ×6 ونلاحظ أن eG;‏ :(12)2- 02 ؛ كما نسمى 
×6 مدار )0:01 العنصر × ونسمى فصول التکافو مدارات 6 على . فيما يلي 
نتطلع إلى حساب عدد العناصر في كل مدار وإلى حساب عدد الدارات. 
مبرهنه(۲:۱) 
لتکن »6 زمرة تبادیل للمجموعه النتهیه . لكل 6 ,7 نعرف المجموعه 
(ر جح <) © كما يلى: <()8: 06 8 <(<- 0)۲. عندیذ. 

0 (×ج )0 زمرة جزئية من ) تسمی الزمرة الجزئية الثيتة 

للعنصر × (أو مقر مه2ذازط2)؟ العنصر ×) ويرمز لها بالرمز ,6 . 

(ب) ,76 =(« ج )6 لكل ( رج ۲) 0ك ۸ 

(ج) 7 (برج 2) 0 لكل ( رج ) ا / 


(د) اذا كان U۷‏ = + 6 فان 


البر هان 


() إذا كان ,66 روبرع فان ۲(<۶/)8:۲((<۶,۲(<۲)(,عرع) 








G 
1) 


اذخ ,> 2,82 . .ويفا أن 6 منتهية فينتج أن ,6 زمرة جزئية من 6. 





(ب) لیکن 6۸6 نه . اذن 6 ۸= حیث .207 7 . عليه 


نر - h(x)‏ - (()م) ۸ رهم (مم) >( 
وبالتالى فان ( رج ×) 0 » 0. إذن ( رج )0 .۸6G,‏ 


نظرية بوليا للعد FA‏ 


نفرض الان أن ( رج 606 4. إذن 7-(*4)8 وبالتالي فإن 
4)x(=۸ "(=×‏ 7 إذن ,20 0 م. عليه 6= ۸'4 حيث 
۰ 6. اذن 1-76 وبالتالي فان 6۸6G‏ 4. إذن ۸G>(رyج‏ )7). 
(ج) ليكن ,606 0 . اذن 7 < :0 حيث ,0 /. عليه 
ز - (۵) =(( ×)۸) 6 -<()(87) -(*)2 . وبالتسالی فان 
(مرج )60 ۵ . إذن ((ب 20 /06.نفرض الآن أن (رج )6> 4. 
إذن «-(6-((۲۵ )0( )۰ وبالتالي فان ٤G,‏ "4۸. 
إذن 07,۷ 0 وینتج آن 7 ت ( زجب OE‏ 
(د) بما أن - 1 ) فانه بوجد 66 ۸ بحیسث ۱0(<۷. آی 
( اجب ب) 0ع . اذن 6 ع ( اجب ) 06. وبناء على (ب) و (ج) فان 
7 < ( ۷ج ) 6= ,0 . ولا كانت کل من ,0,,0 زمرة جزئية من 
0 فان | ۸0,|<|6,|:/0,|<|60,۸]. وبالتالی فان |,0,|<|0]. لا 
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تزودنا المبرهنة التالية بصيغة لحساب د د عناصر الدار. 


مبر هنه(۲,۲) 
ادا كانت ) زمره كنات للمجموعة المنتهية 74 وکان 2 م فان 
ا Gx‏ |. 

9 





البرهان 
۰ 3 وو اك 2 2 ت 3 زر .ور ور < .G‏ نعرف المجموعة 
×× © () 5 كما یلی: [( رج )60 :(,ع))<(8)۲. نحسب الان 


|( ×) ۵| بطریقتین. 


ان 
| برع( ۲) ,ع : ( زییرع)) ۱۰۰۱ )=y‏ )و :( ریع)) -(2) 5 
ادن 
( د-(),ع:( «ریرع))|+... + - رمع :(نرورع))| SCO‏ 
| 0 جم < 1 -+.. += 
من ناحیه ثانیه . ان 


۵-۰ )لدع (ه) هن( صع)) -() 5 


+...+|((g,x,):g()=*,}‏ الع - رمع :(,بع))| - |( کا 


( عدج ) 6 +۰.۰+ |( دج 6 6- 





ومن (ب) فان ۸6=(رج )0 حيث (جب )207 . اذن ۵( ۲ جح G (x‏ 


او , 0,<( ,×+ )0 حيث (برج »)66 ,7. ولا كانت ,6 زمرة جزئية 


























من 6 فان ۱0,۱-<0,۱/. وبالتالی فان: | ,|| 6 |( ۱۵. إذن 
|G» || ,| =| |‏ ومنه ات O .|Gx‏ 


تزودنا المبرهنة التالية بصيغة مناسبة لحساب عدد المدارات عندما يكون 


عدد عناصر زمرة التباديل صغيرا. 


مبر هنه(۲:۳) 

اذا کانت ) زم ۵ تبادیل للمجموعه المنتهية 4" و کان 1 هه عدد مدارات 0 علی 

لل فان )8( 2 = / حيث [ eX : ۵ EG,‏ د (g)=‏ ۲ وتسمى 
202 | 


(ع) ۳ المجموعة الثبتة بالتبدیل ع. 


نظرية بولیا للعد ١‏ 


البر هان 
لت 3 ۳ Xx‏ والتكن SEES En‏ 0 والتكن 
ایا ۳3 2 مجموعه ممتلات لجمیسع مدارات 0 علبى نعرف 


المجموعة ×× 6ح ] كما يلى : 20,۱ ={(g,x):g‏ 1 . نحسب للان | ۳| 


إن 
E ={(g,x ):g, €G, }U--“U{(g,,x ):g, eG, }‏ 
اذن 
۱ ,60 بر :( eG, +... (E‏ رع :( «ررع))| -ا 3 
اا Eee‏ مارم - |( ,ع ) (g, |+ ...+|Fix‏ | = 


من ناحية ثانیه » إن 


F = (8.x, ):8 EG, }U-“U(g.x,):g EG, 


ادن 
۱ - #: (,عدرع))|+...+ ]ا (2.x, (۵ E‏ = ۳4 
۲ ۲ 


من (1) و (2) ينتج أن 
)3( سس نیت یی E PE ees‏ الى م 


وبما أن , ز6....,ر 67 «0) تجزئة للمجموعة ¥ فان (3) تعطینا 


> |G, |+...+ > |G, |= ۱۳ (ع)‎ 
۲ ۱ ۲ EGY, gf é6 


و بالاستناد إلى (د) من مبرهنة(۲,۱)نجد أن 
(ع) ۳ > - | ,6 
gef‏ 














Gy, jG, | + ... ,بتاع‎ | 





| لكل ۲> 1>7. وبالتالی فان 
ا( ع) ۲ ی 0+ ...+ 0 


g با‎ 


|G |= < ۳ (ع)‎ 


gf eG 


وينتج من مبرهنة(۲,)آن | 0,۱<0 


1 - ل‎ ` Fi (£) 
0 | gee 

)٦,۱(لاثم‎ 

لدينا طاولة دائرية وثلاث مجموعات ,0,2,2 من الأطباق التى لها 
الشكل نفسه ولكن لون أطباق ,2 هو ,0 لكل 3> 151. نريد إعداد الطاولة 
لأربعة أشخاص بحيث نوزع طبقا واحدا لكل شخص. جد عدد النماذج الختلفة 
للتوزیعات إذا علمت أن تدوير التوزيع لا يعطي توزیعا مختلفا. 
الحل 
لنفرض أن آماکن وضع الأطباق معنونة كما فى الشكل المعطى أدناه. 


1 
. - © م 
يوه سي 
3 َي 
ب 0 

۱ 1 
4 © 2 
۱ j 
3 ۳ 
3 ۳ 


نظرية بولیا للعد ۱۶:۷ 


نلاحظ أن عدد التوزیعات المكنة یساوی 81- *۰3 كما نلاحظ أن توزیعین لا 
یعتبران مختلفین إذا آمکن الحصول على آحدهما من الآخر بوساطة دوران. اذن. 
عدد النماذج الختلفة للتوزیعات يساوي عدد مدارات الزمرة الدوروية (0) = ,€ 
حيث نعتبر ,€ زمرة دورانات الشکل العطی اعلاه مولسدة بالدورة 
(4 3 2 1)- 6 ؛ اي زمرة تبادیل لجمیع التوزیعات الممكنة. یمکن الآن استخدام 
مبرهنه(۱:۳) لحساب الطلوب. 

نلاحظ أن 

C, = {id ,o = (1 2 3 4(,0" = )13()2 4(,0" = )1 4 3 2(( 

نحسب للان |(2) | لكل 6G,‏ ع . 

| Fix (id )|= 81 واضح أن‎ 0 

(ب) ان كلا من 0 و "0 يثبت فقط التوزيعات التي تكون فيها جميع 

لاطباق لها اللون نفسه . وبالتالی فان 3= 





Fix (ce) |-- Fi (o?) 
(ج) إن © يثبت فقط التوزيعات التي يكون فيها للطبقين 1 و 3 اللون‎ 
2 نفسه وللطبقين 2 و 4 اللون نفسه» وبالتالي فإن 9= ”3= |(2ى)‎ 
الان نطبق مبرهنة(۳:) فنجد أن عدد النماذج الختلفة للتوزيعات يساوي‎ 
-]81+3+3+9[- 2-4 
مثال(۲,۲)‎ 
لدینا ثلاث خرزات سوداء متطابقه وست خرزات بیضاء متطابقه. نربد تکوین‎ 
قلادة من هذه الخرزات. جد عدد النماذج الختلفة للقلادات التي یمکن تشکیلها إذا‎ 


غات د يمكن تدوير وقلب القلادة. 


الحل 

یمکن النظر إلى خرزات القلادة على آنها موزعة على رژوس مضلع منتظم عدد 
رژوسه 9. بما أن عدد طرق توزیع 3 خرزات سوداء متطابقة على 9 رؤوس يساوي 
سح فان عدد التشکیلات المکنه للخرزات يساوي 84. إن تدویر القلادة لا 
یعطینا قلادة مختلفة» كما أن قلب القلادة لا یعطینا قلادة أخرى. وبالتالی» فان 
تشکلین لا یعتبران مختلفین إذا آمکن الحصول على آحدهما من الاخر بوساطة دوران 
أو قلب. إذن» عدد النماذج الختلفة للقلادات يساوي عدد مدارات الزمرة الزوجية 
و1 عندما نعتبر و2 کزمرة تبادیل لجمیع التشکیلات المكنة. يمكن الان استخدام 
مبرهنه(۰:۳) لحساب الطلوب. 

باستخدام رموز إثبات مبرهنة(",7) نجد أن 


1 2 8 2 8_١ 
1 = ۱0,0, el TOTO Tui 2 
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حيث 9 د 2 = 
9 ... 3 2 1 
کڪ 
2 ... 8 9 | 
نحسب الآن |(8) ×۴ | لكل ,62 ع . 
0 واضح أن 84 =| Fix (id)‏ | 
تشکیلات ؛ فمثلا الانعكاس حول المحور 01 يثبت التشکیلات التى تکون 


فيها الخرزات السوداء موزعة على الرؤوس 2 ,9.1 أو 8,13 آو رام او 
6,1,4 . ونلاحظ أن عدد هذه الا تعکاسات یساوی 9. 


نظرية بولیا للعد ۱۶۹ 


4r 2R 


راديان يثبت التشكيلات الثلاثة التي تكون فيها الخرزات السوداء موزعة 
على الرژوس 7,1,4 أو 8,2,5 أو 9,3,6 . 
(د) كل من الدورانات غير المذكورة آعلاه لا يثبت أى تشکیل. 
الآن نطبق مبرهنة(۳,) فنجد أن عدد النماذج المختلفة للقلادات يساوي 
7- ا = [(6()0) + )2)(3( + )9)(4( + (X84)‏ 
ويمكن اعتبار القلادات التالية ممثلات للنماذج السبعة الختلفة حيث نعين 
القلادة بالرؤوس التي تتوزع عليها الخرزات السوداء: 
عا هیلوا یلو یات یله یلیر «ذيلبة 
مثال(۲:۳) 
لدینا رباعي وجوه منتظم. نرید تلوین أضلاع هذا الرباعي باستخدام الالوان 
الثلائة ,6,,6:,6. جد عدد النماذج الختلفة للتلوینات إذا علمت أنه یمکن تدویر 
الرباعی في الفضاء. 
الحل 
لنفرض أن رژوس الرباعی معنونة كما في الشکل التالی : 





مقدمة في نظرية التر کیبات 


نلاحظ أن عدد التلوینات الممكنة یساوی *۰3 كما نلاحظ أن تلوینین لا 
یعتبران مختلفین إذا آمکن الحصول على آحدهما من الاخر بوساطة دوران. !ذن. 
عدد النماذج الختلفة للتلوینات يساوي عدد مدارات زمرة التناوب ,۸ عندما نعتبر 
4 کزمرة دورانات الرباعی على النحو التالی : 

بالاض‌افة إلى التبسدیل المحایسد 4 - ,0 فإن كلا من التبادیسل 
(12()34) = :۰0 (13()24) = ره » (14()23) = ,© يمكن اعتباره دورانا في 
الفضاء بزاوية مقدارها 7 راديان حول محور يمر بنقطتی المنتصف لضلعين. فمثلا 
© يمثل دورانا حول المحور الار بنقطة منتصف الضلع 12 ونقطة منتصف الضلع 
34 . 

آما التبادیل (123) = ,۰0 ۰6/2034 (243) = ,۰0 (142) = پە فان 

: 27 ۲ 0 ' 00 

كلا منها يمثل دورانا في الفضاء بزاوية مقدارها 3 راديان حول محور يمر باحد 
الرژوس ومرکز الوجه القابل لذلك الراس. فمثلا :© یمثل دورانا حول المحور المار 
بالرأس 1 ومرکز الثلث 243. 


كذلك ان كلا من التبادیل (132) = ۰0 6-0234 (124) = ٥‏ 


4r ۱ 5 ۱‏ 
(143) = ور يمثل دورانا ٤‏ الفضاء بزاويه مقدارها 3 رادیان حول محور يمر 


بأحد الرؤوس ومركز الوجه المقابل لذلك الرأس. فسثلا ,,6 يمثل دورانا حول 
المحور المار بالرأس 1 ومركز المثلث 243 . 
يمكن الآن استخدام مبرهنة(۳,٦)‏ لحساب المطلوب» ولهذا الغرض نحسب 
| (8) ۱۳۸۲ لكل ,۸ ع . 
۱( واضح أن 729 = *3 =| Fix (id)‏ | 


و ۱۱ 

(ب) إن التبديل (12()34) = ره يثبت كلا من الضلعين 12 و 34 ويبدل 
الضلعين 13 و 24 كما يبدل الضلعين 23 و 14. إذن 

)3(63()3(3( - 51 





= أزيه) Fix‏ 
وبالثل فان 
۱ - (رى) Fix (>) = (Fix‏ 
(ج) إن التبديل (123)< ,6 يرسل الضلع 41 إلى الضلع 42 والضلع 42 
إلى الضلع 43 والضلع 43 إلى الضلع 1 ؛ كما أن 04 يرسل الضلع 12 إلى 
الضلع 23 والضلع 23 إلى الضلع 31 والضلع 31 إلى الضلع 12. إذن 
9= (3()3) = إزيى) Fix‏ 
وبالمثل فإن 9= (,6) ]| لكل 12> 6>1 . 
الآن نطبق مبرهنة(۳,٠)‏ فنجد أن عدد النماذح الختلفة ۰ يساوي 


0 کت = [(8()9) + (3()61) + 729 سس 





(۲,) أدلة الدورات لزمر التبادیل 
كن (,...,1,2) < ۲ ولتکن ,5 زسرة تبادیل کے تسمی ,گر زمرة 
التناظر من الدرجه 7. إذا كان ,65 © فانه یمکن كتابة 0 کحاصل ضرب 
دورات منفصلة ؛ ونقول إن نمط ‏ هو | 7۳۰۲ ...2۳:0 1۳| حیسث (0) ,7 
دورات 7 من الطول : لكل > > 1. إذا كان 7 تبدیلا من النمط 


تن نت نیت فاننا نقرن به وحيد الحد الشکلی 


( 6 ) ان 5 ا ا + - ) 


بد 


ا 


1 


۳ ۶ ۱۳ > ( ر کو و ) 1 
20| 6 


1 ۲۱) ۰) [ 


و ال ۳ 


* 6۱2 
1 
| 0 
حیث (, 7,,77,,...,77)» عدد التبادیل في © التی لها النمط | 7۳ .۱۱۳2۳۰ 


( )ار ۱۲۲ 
11 


î 1 


۱ 11 ۸11 1 
۳3. (Ms Ma... , 1» 0 





وحيث المجموع الأخير مأخوذ على جميع الأنماط. تسمى (,*.....: د,,) ر۶ 


مثال(5,4) 


1 4 
إذا اعتبرنا تناظرات الربع الذي رؤوسه 1,2,3,4 والوضح اعلاه؛ كزمرة 
تبادیل G‏ إل جموعة 4 ,1,2 = ۳ قانه يمكن حساب Ey‏ 1 
كما یلی : 


الجدول التالى يعطينا (, ,و ,و د,,) 14 لكل 60 . 


نظرية بوليا للعد عام ١‏ 


1 كام (1432) 
1 انا ةا واه (13()24) 
el K2‏ 2 ۳۹ (12()34) 
X2‏ اف (14()23) 


بش هام یاو هه 
۱ 2 


P. (Rx aga) = (x +2 e, +3? + 2¥.) ل‎ 


وبالتالى فإن 


مبرهنة(4,") 


(۱) 1< ,عو ,)مر حیث 7 هو التبديل المحاید. 


۱ 
۳۹ 2 ا سب ۱ 
X (۲(‏ د 1 | n"m, ! 777/٠٠‏ عبني ] 1 
1 ۳ 


حیث المجموع مأخوذ على جمیع الأنماط | ۶۳۰ .۱۱۳2۳۶ 


۱ بر 771 ۲ س 
oA (۳)‏ ملد راز 


F1 


1+) ات‎ ma +99 سپ‎ ۰ 
۳ E EE N a (-1( 


حيث المجموع مأخوذ على جميع الأنماط | "7۳ ...:”1”'2]| وحيث ,4 
هي زمرة التناوب من الدرجه 7. 

البر هان 
(۱) واضح أن التبدیل المحاید 40 من النعط | "1 | وبالتالي فان 


1 F1 7 
Fra) Nee, ) - 35 =X 


(۲) نعلم من نظرية الزمر أنه إذا كان ,> 0,7 فإن 0,7 مترافقان إذا 
وفقط إذا كان 0,7 من النمط نفسه. كما نعلم أنه إذا كان © من النمط 


| "...12| فان عدد عناصر فصل الترافق للتبديل © يساوي 


n! 
رس . وبالتالی فان‎ 
ي‎ 1"2”... ۱۱۳ m !m,!--<m, | 
1 o 
: ۱ بر 111 3 هب‎ 
2 ل ووو )6 ۱ ک٣ = ( ر کو ور‎ ۱ 
7 
۱ ۱ 7/1 ۱ 
نا | اس‎ î ١ | رد‎ Xa eX 
2۸ ARA TM ۱۵۵, ۱۰۰۰7۵ | 
1 ار‎ 17 
: 1 1۳1 ¬ FT 
- يي هه 3۰ _ جح‎ 
a 77 7 ۱ 7 ۱. 17 ۱ 5 
ل ۳ # 8ه‎ HH" 
P (: ۱ 1 ۱7۱) ي‎ ۹ )0( 9 )0( ۳ 
A دواع د ۸ زب 2 پر وود شوب‎ 08 ۳ ( ) 


۱ 4 ۱ TEA, 


c(m 111 111 (1 يم رن‎ ET 
1 1 2 e ۱ عو رم ۱ گر‎ Fî 
77] 


ظرية بوليا للع ۱۵ 


ak 


| "7۳ ...”12| وحيث المجموع مأخوذ على جميع الأنماط. بملاحظة 


3 95 9 ۱ ۱ 57 . 3 ۱ 1 3 
ان ,4 تتكون من التباديل الزوجية. وبفرض ان | ا ۸ نجد ان 


_ 2 
١ n! 0‏ 
5 3 ۱ بوسسسس س 
1 بر 711 چ عا هام 111 111 11 8 تة 


حيث المجموع مأخوذ على الأنماط | "7۳ ...1”'2”2 | التى يكون فيها 


hn MR FM‏ عددا زوجیا. 


یت ) .و ,)6 ۳ التباديل ٤‏ 4 التى لها النمط 





2 


/۸ 


ب 


Fy ۱ ) = 


ادن 
tm t..Ma‏ ۱ ۱ 
TT‏ الا آأ[أ ي =( P (x LT‏ 
mM A 720 Hî | 2 1‏ 2 2 7 [ ۶ 
MMe MH,‏ یی ۱۰2۶ : 


حيث المجموع مأخوذ على جميع الأتماط. 
مبرهنة(5,") 


إذا كانت < 0 >= ,ع هی الزمرة الدوروية المولدة بالدورة (” ... 2 1) = © فان 


۲ ۱ [ . . ۱ 
ود 0 > - - ) یی ۱ Fe‏ 


/1 


7ك 
حيث 7 هی داله أويلر. 
البرهان 
ليكن 4|7. بما أن ,€ زمرة دوروية رتبتها 7 فإننا نعلم من نظرية الزمر أن ,) 


برعم 


تحوي بالضبط (4) عنصرا رتبة كل منها 4. وهذه العناصر هی التباديل ٠“‏ 


نو 


حت #> 157 و 1 (0, )200 . سنبین الان آن کلا من هده التباديل یمکن 


کتابقه کحاصل ضرب 1 من الدورات النفصلة التی طول كل منها 4. 


لیکن 7-1> > 1 ولیکن 77 طول آقصر دورة عندما نکتب "7 کحاصل 
ضرب دورات منفصلة ؛ ولنفرض أن 7 ينتمى إلى احدی الدورات التى طولها 1 . 
نلاحظ أن 

د ( 0)() ی 

من ناحية ثانية. إذا كان (1,2,...,7)> ر فإن كلا من × و ر ینتمی 

إلى الدورة (7 ...2 1) = © وبالتالی فانه یوجد 7 بحیث <(:) 0. إذن 
(<(0 تهدري "ع "محري 0۵ (0۵ ۳( (FJ‏ 

وبالتالى فإن « تنتمى إلى إحدى دورات 7 التى طولها يقسم 77. ولكن 7 
يساوي طول أقصر دورات 0 ؛ عليه فإن طول الدورة التي تنتمي إليها « يساوي 
. إذن جميع دورات 7 لها الطول نفسه وهو 77. وبالتالی فإنه إذا كانت رتبة 
7 تساوي 4 فإن 4= 77 وينتج أنه يمكن كتابة “6 كحاصل ضرب 3 5 


الدورات المنفصلة التى طول كل منها 4. 
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مبرهنة(",") 


لتكن ,0 زمرة زوجية رتبتها 27 . إذا اعتبرنا ,(1 زمرة تباديل فان 


نظرية بولیا للعد ۱5۷ 


ات > 4 1 
۸ ح يم ,| رم + تمع اس 
7 ۱ ۲ 4 1 


77-1 


H=2Kk +1‏ , ر 





حيث ,) زمرة دورویه رتبتها 7 . 

البر هان 

لیکن لدینا مضلع منتظم عدد رژوسه 7 ومرکزه ۰0 ولنرقم رژوسه باتجاه عقارب 
الساعة بالأرقام 1,2,...,7. إن الدوران بزاوية مقدارها 2 رادیان حول الرکر 


0یقابل الدورة (3...7 2 1= كنا أن الانعکاس حول المحور الذي يمر بالرکز 


۱ 721 ... 3 2 ]1 
0 والراس 1 يقابل التبدیل . = 
۱ 2 7-1 7 |[ 
ونعلم من نظرية الزمر أن 
1 تيج 0 ۰ D, - MOE a‏ 
إن كتابة التبادیل التی تنتمی إلى ,72 کحاصل ضرب دورات منفصلة یعتمد 
علی نوعية 7 من حیث کونه عددا زوجیا أو فردیا+ وهذا ما سنقدمه فیما يلى : 
() نفرض الان أن 7 عدد زوجی وان 4 < 27 - 7. 
إذن 
2k‏ ... 2+ 1+ ع/ ع ۰.۰ 3 2 1 
o 2‏ 1 الدع وود مت زب 2 12 


- 2 ولاه 2-1 كرد‎  +2( 
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مقدمة ی نظرية التر كيبات 


لأن المحور الذي يمر بالرأس 1 والرکز 0 يمر آیضا بالرأس ۱+ . 
وبحساب امم نجد أن 
3F‏ 4 2 1 0 
OE FH e‏ 


- (1 2۱0۵ 2-10... (k kK +1) 


۱ ۶ مب‎ FÎ بد‎ 1 
O = 


7 عع لاج جل e E‏ بت نا ین 28 
(1+ 1 حصان لت 3 F-2‏ 0 - 
اذن تتکون ,0 من التالی : 


9 ع< ی عد‎ OOOO 
تبدیلا مقابلا للانعکاسات التی محاورها الأقطار وهی‎ ۸ = 
تکون‎ 

. 4 a e المجموعة‎ 


3 ِ- م تبدیلا مقابلا للانعكاسات التى محاورها النصفات 


۲ 


= | دم 
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نظرية بولیا للعد ۱5۹ 


ES ۳ 0 ia). n سر ا‎ ۱9۸ 2 gS 
27 رح بن بر كبن‎ 

| ءءء 0 ي x‏ )+ 
۲ 


ل 27 7 | | 7 
2 رس + 0 نا سب 1 بان وه هه واب Ligh‏ شارب 
1 2 ا [ 6 و ا 


۱ 


(ب) نفرض الان آن 7 عدد فردی وان 1<3+ ]2 < n‏ 


بر . 3 2 1 
2 2 2+1 | ° 


-)2 2k +1()3 2/( ... )/ +1 ع/‎ +2) 
1 2 ... عم‎ . 2 +1 
7۳ < 
2۸ +1 2۸6 ... K+] ... [ 
= (1 2k +1)(2 2/( ... ) ع/‎ + ۵( 


كمه 


(etat, (+ x 2 +X‏ ص 


د | یم ۶ 


ادن 


اذن ,(/ تتکون من التالي : 
(أ) 7 تبدیلا مقابلا للدورانات وهي تکون الزمرة الدوروية 
ا 60 10 CEG‏ 
() 7 تبدیلا مقابلا للانعكاسات التى محاورها تمر بالمركز 0 وبالرؤوس 
:1 وهى تكون المجموعة 
A = 7, 70,70 ۱‏ 


رحسب الان ولا الدورات فنجد أن 


Pp 3 ان‎ EN 5 


۹ مقدمة فى نظرية التر کیبات 
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(*,5) التلوینات غير التکافنة 
لتکن ۲ مجموعة بحيث 7-| )| ولتکن 6 زمرة تباديل لب . 

ولتكن ') مجموعة بحيث 27 )|. تسمى € مجموعة آلوان وتسمی کل دالة 
0 جب ۲ : ۷ تلوینا؛ کما یرمز لمجموعة التلوینات بالرمز OSC‏ 
نلاحظ أن عدد التلوینات يساوي ۵-7۳ ]. 

لتکن ىك زمرة تبادیل 2 . الان» نعرف الدالة وکاب ۸:0. لكل 
0 عم » فائنا نرمز لصورة © بالرمز ونضع ew )=w og‏ لكل 262 ۱۶ 
حيث وه ۷ هو تحصیل ۷ على چ . نلاحظ أنه اذا کان )>( ع (w=‏ 8 
فإن SW‏ وس وبالتالی قان عم( ورس - وم( ( .(w,g‏ ادن 
)8" ع)ه ,سد زعه و)ه ۷ تعطينا , 1- «۱. عليه 8 داله متباینه. وبما 
أن © مجموعة منتهية فينتج أن ج شاملة وبالتالي فان م5> ع. 
مبرهنة(5,7) 
ماج :م تشاكل احادی؛ وبالتالى فإن خم حيث G=Im‏ هی صورة ۸ . 
البرهان 
سئثیت أولا أن رکب ۸:06 تشاكل. نلاحظ أنه لكل 2؟ © ۷ ولكل 66 ,28 


فان 


نظرية بولیا للعد ۱۱ 


=w (gg)‏ (يورع)ه )=w‏ مم رعرع 
=(w og; Jog; - (g0 ((۰ ۵,۲‏ 
( 0( :2,ع)-|(۳),ع) رو - 
وبالتالي فان ,8,8 = :2,8 . إذن وگ ۸:6 تشاکل. 
سنثيت الان أن عذج AiG‏ احادی. لنفر ض آن 07 و2 2 و آن 
۶8 ,£ . إذن ر۶8 ع وبالتالى فإنه يوجد ل © ,× بحيث 
(,<) ره (م*) ' رج . من ناحية ثانية» فإنه يوجد تلوين +٣‏ :ر۷ بحيث 
نا عا برع (*o))‏ )و ادن رون سا وه نلق أى 
(, ”0 £ ۶( ) ,ع . عليه ,£ + ,£ وبالتالي فان وکج- ۸:0 أحادي. 
ملاحظات 
)١(‏ 20 © ولكن © زمرة تباديل لمجموعة عدد عناصرها 7 | ×| 
بینما € زمرة تبادیل لمجموعة عدد عناصرها "۵۳۲۳ |. 
(۲( 6 زمرة تبادیل لب 42 وإذا كان 542 © 17.187 فى الدار نفسه فانه 
یو جد 0 بحيث د ۷( م ع . ای . = og‏ وبالتالي قان 
8= ,10. وبالعکس. اذا كان ۰ 2۷ ,۷ فان و < ' وه ,۱۷ 


وبالتالی قان ر «۱,, ۲۲ لهما الدار نفسه. 


تمهیدیه(۲,۱) 
اذا كان 66 ع واذا کتب ع کحاصل ضرب دورات منفصلة فان ۱۷( )ع إذا 


وفقط إذا كان ع ثابتا علی کل دورة من الدورات النفصلة. 


البر هان 
لنفرض أن ج قد کتبت کحاصل ضرب دورات منفصلة وأن (,۲ ... رد نذا 
إحدى هذه الدورات. لكل 1- 1> > 1 فان (,,۲)" م - ,× تعطینا 
لبر سح (ررع)((هع) - ((ررع) ۲ (x, )=w (g‏ م 

لأن 2۷( 6 ع . إذن (,*) «=...=(,×) س. أي» س ثابت على الدورة 
ابس ا 

سيد العو االو د انا کسان ا 
(د×) سح (,:2) ۷ تعطینا ((د*) ع) مد (ود) .w‏ أي )»()) (x)=)‏ 0 
وبالثل ()[(207)-(:) م لكل ٤×‏ عد. إذن ۷( 60ج . ۲ 

6 زمرة تبادیل لمجموعة التلوینات 47 قول إن التلوینین (6> رو,,8 
متكافئان إذا کانا ینتمیان إلى أحد مدارات € على ©2. 

البرهنة التالية تزودنا بطريقة لحساب عدد التلوینات غير المتكافئة. 

مبرهنة(5,8) 
إذا کانت 6 زمرة تبادیل للمجموعة (1,2,...,7) < ۲ وکان ( دو ا 
دليل دوراتها فان عدد التلوینات غير المتكافئة “ج 2 ۷ يساوي 
(۲۱۲,...۲) ۲ حیث عدد الالوان EF‏ 
البر هان 
لسسیکن 20 تبسسدیلا من السسنمط | "...72*7 "1] ولسسیکن 


£= (0) ,1 +... +( +( ,۰۸ إذا كان ٤ج‏ : ۱ تلوینا بحيث 


نظرية بوليا للعد 1۳ 
«=( 00 فان تمهیدیة(۱,) تفيد بأن 17 ثابت على كل دورة عند كتابة © 


Fix 9 =| ۵:60] 





[ ۷ ثابت على دورات :662 ۷۷| < 


ابر ( )دای ذم ml‏ 


Kk 71) رت‎ )t.. TI, ,16©( — F۴ [*ءء مر‎ 


ور 1 - 


کے 


من ناحية ثانیه فان مب هنه(۲,۷) تفید بأن | 0 - 0 إذن عدد مدارات ©) 


لوو ای لا( Fix )6 | ۰ FFT‏ 
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باستخدام وليل الدور ات 4 يمكن حساب عدد التلوینات غير : التکافنه ؛ وهدا 





هو مضمون مبرهنه(۲,۸). سنقدم فيما يلى تعمیما يعطينا عدد التلوينات غير المتكافئة 
التى استخدمت فيها الألوان الختلفة أعدادا معيّئة من الرات 

فیما يلي نفرض أن × هي المجموعة المراد تلوينها وأن 7 -| ×| وأن 
وود ان 3۳۱ € هی مجموعة الالوان. 
لیکن ')ج 2: ۱۷ تلوینا ولیکن ,7 هو عدد عناصر ۲ التی تأخذ اللون ,6 
> 7 1. نلاحظ أنه 11 < ...+ + ,7 . نقرن بالتلوین )جه ۸: ۱۷ وحید 
الحد الشکلی 


۵۵۵( ۷ 170 ونسمی ( )170 مؤشر .W‏ 


اذا كانت 420-64 ح 4 فاننا نضع Eê JS YS MAW)‏ 


رح HW‏ 
ونسمي ر الدالة الولدة لأعداد التلوینات التي تنتمي إلى ۸ والتى استخدمت فیها 
الالوان لختلفه آعداد| معینه من الرات. 
مبر هنه(۲,۹) 
لتکن | 1,...,ر,,) تجزئة ل ۲ حيث > 157 و ,۳,27 و 
1 < ,171 +... + 1+ ,7 . ولتکن 


۷ ثابت على ,× لكل 5۸ ۶> 62:1 ۱ < و 


fa 5-558 - 


“سل 2+ ترم )...تر ل ومس (e?‏ “رسيي + (e +e‏ 


1 
البرهان 
ليكن اج : ۷ تلوينا معطى » ولنفرض أن 7 یعین اللون Cj‏ لجمیسع عناصر 
,7 کے > 1>7. نلاحسظ آننفانصصل علسی (170۷ ق مفکوك 
( ۳۰ع+... + ۳ع)...( ۳ع+...+۳ع) وذلك باختیار الحد 07 من القوس رقم 7 
لكل ۸> 1>1. ومن ناحية ثانية فان اختیار حد من کل قوس يعيّن تلوینا ينتمي 
إلى 8 . وبالتالی فان 


سا ۲ ,ایو ا عارك رمه ع “.+ E‏ و 0۳( 
7 


۲۳ & 


نظرية بولیا للعد ۱16 


مبر هن۲:۱۰(4) 
لتکن ( ,رو ,...,رع ,,ع)< 6 زمرة تبادیل للمجموعة (, د...,ر دی < ۲ ولتکن 


۷ دالة ثابتة على كل مدار من مدارات © على ۶ آی. 
eX‏ 207,1۲ ۵ ۷ ( )۷۸ (()۶) را 
لتکن | ...و و ,10 - ( مجموعه ممتلات لجمیع مدارات 6 على ۸. 


¢ 


عددند » 


(۷ رم إن د 


xD gel x الاج‎ (£ ( 


البرهان 


ضع × 6> (<()8,۲(:8)) = ]. سنحسب (×)۷ ر2 بطريقتين. 


(gx عر‎ 
رج‎ v()= رخ‎ vw(x)+...+ >, w(x) 
(g ,۲ لع(‎ (gx كع(‎ [g„, x كلع(‎ 
0. W(x )J+...+ 2 W(x ( 
x (رع) قاع‎ x €Fix (£m, ( 


3 3 مم‎ 3 ۷ o. (1) 


( £( 5۳1 پا 27 ۳ (Fg,‏ عدج 2 ۱ آ= 


)0 ايا > +۷(۲۰ > <(۷۲ رم 


(g در‎ (> (g x, JeE (g x, JE 


e0: 2v, 


وی ۹ 0 ( ,)۸ | - 
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= 00 [6 lw )0,(+ ۰ بان‎ |e, ۱۷4, ( 





=|G | )4,( ۰. ۱6 ۱۷۸, ) 
6 ۱)۷ )(+۰.+ ۷ )4, (( 


)2( ی 26 ( ,۱۷ 0 |- 


راع 1 
حیث تم الاستناد إلى مبرهنة(1,۱) ومبرهنه(1,۲). 


من (1) و (2) نجد آن 


0 | ۷) (< > 2 ۷ 


(ع ) 2۳ \ نع ع رع ع 


وبالتالى فإن 


<۷(- ۱ 2 ۷ 


(ع) xeD x eFix‏ 
مبرهنه(۱ ۱) (مبرهنه بولیا) 
لتکن 6 زمرة تبادیل للمجموعة (2,...,7مل1< ۰2 (,0...,ج6ی16< € مجموعة 
ألوان» =٤)“‏ 2) مجموعة التلوینات وگب ۸:0 الدالة العرفة بالقاعدة 
٦‏ عه 6(<۷)ع لكل ©> ”س. ولتکن 2 مجموعة ممثلات لدارات © على 
2. عندثذٍ. إن الدالة الولدة لأعداد التلوینات غير التكافثة للمجموعة × هي 
E ) - O. |‏ ۲ 


حيث =Cc +c +...+c 1Si <n‏ ,0 و 


فنا 


البرهان 
یمکن النظر الی 17 كدالة ثابتة على کل مدار من مدارات 8 علی 2 ؛ 


وبالاستناد إلى مبرهنة(۲,۱۰) نجد أن 


نظرية بولیا للعد ۱۷ 


i ت ۱ ی‎ 2 ind (w ( 
۴ 2 2 1 


f &t ١ eFîx ) 1 


نعلم من تمهیدیة(۱,) أنه إذا كان 66 ۾ وإذا كتب ۽ كحاصل ضرب 


دورات منفصلة فان ”س ثابت على كل دورة من هذه الدورات إذا وفقط إذا كان 





2 اوه ]| (ê)‏ نج 


نك م 





| 8) > ”. وبتطبيق مبرهنة(5,4) نجد أن 
1۳1۸ 1 7 ۳۳1۱ 8 500 انيد 5 ۱ 
Tas TC, ). 6 E TC, )‏ عا =) ,12€( f a, (g)‏ 


حيث ,71,..., 7 هی آطوال دورات © النفصلة. وإذا كانت © من النمط 


| 1۳2*۰77 ] فان 


وبما أن ی - 0 فان 
ind (w )‏ ,3 =),€..€5( و[ 


we 


۱ 0 
- ب‎ ١ 1/1 N 


0 ۲ et 


= ZM, (e قاو‎ 


= Fe (0 19° اه‎ 





۱۹۸ 


ب شت > يقت یه = إلى ۲ 
مقدمة ی نظرية التر کیبات 


ملاحظات 


(۱) تلاحظ أن معامل ”ع ...۳۱6 : مفكوك (,0,..., به ) ٣‏ يساوي عدد 
التلوينات غير المتكافئة بحيث ألوان عناصر × كما يلى: ,/ عنصرا تأخذ 
للون ,6 زه عنصرا تأخذ اللون ره ...۰ , عنصرا تأخذ اللون ,». 
ولحساب هذا العامل فإننا لا نحتاج إلى إيجاد المفكوك الکامل لپ 
( ,©,..., ه) ۶ وانما لایجاد الحدود ذات الصلة بالعامل. 

(۲) نلاحظ أنه إذا وضعنا 1 مکان ,© لكل >١‏ /> 1 فاننا نحصل على 

( 7۲ ...و ۳۱۲) ۳ = (1,1,...,1) م [. وهذا یعطینا عدد التلوینات 


غير التكافثة. 0 


هنا باعطاء بعض الأمثلة العامة ومثال من نظرية الرسومات لنوضح كيفية معالجة 
بعض السائل التطبيقية والنظرية. 


مثال(ه,.؟) 


من مبرهنه(۲,۵) نجد ان 


إذن 


1 4 7 
Fe, ۳ ]عد‎ ۲ 3 


| (32+2)3+ 1 = (3,3,3,3) = م 


4 
9 20 
, 


24 


نظرية بولیا للعد ۱1۹ 


هو عدد النمادج الختلفه للتوزیعات. 
ولبيان المعلومات ال ضافیه التفصيلية التى یمکن الحصول علیها من مبرهنة 


۱ 2 2 2 3 3 3 4 4 4 
Fe معد‎ EOE FO FONE FL EOD وعك‎ +e; ) 


+c} +‏ 6۴) 2 + ا +e, +c;) +) +e}‏ 1 5 
6+ 66+ يمام + رت + +E; +C;‏ أم- 
265 + 26۳63 + 2601 + 6+ ومع عد 
,366 + رعرع 36+ 3600+ 

ومن هنا نجد أنه يوجد نموذجان مختلفان بحيث يكون طبقان لهما اللون 
© وطبقان لهما اللون ,© ؛ كما يوجد ثلاثة نماذج مختلفه بحيث يكون طبقان لهما 
اللون ,© وطبق له اللون ,© وطبق له اللون و6 وهلم جرا. 
ويمكن اعتبار التوزيعات » الوضحه ف الشكل أدثاه» ممثلات لتلك النماذج الملختلفة 


0 5۹ 
و‎ 7 9 0 
6 0 
5 ۹ CG, 
و‎ Cı C, 9 و‎ 


مال( )٦,‏ 
بالإشارة إلى مثال(۲,) فانه يمكن حساب عدد النماذج الختلفة للقلادات 
وبیان العلومات التفصيلية التعلقة بذلك باستخدام مبرهنة بولیا. 


من مبرهنه(۲,۲) رجد أن دلیل الدورات للزمرة ا هد 


1 [ ۱ 5 
و +( وتدو...ورتت) ولس =)9¥9-.¥19( Po,‏ 
۱ ۱ 1 
:> +[ و6 + و2۳ + x‏ 32 


وبالتالى فإن 
Po, (x 5505‏ 


و 


وإذا اعتبرنا ,© هو اللون الاسود و ,© هو اللون الأبيض فان عدد النماذج الختلفة 
للقلادات يساوى معامل 5ع فى مفكوك (و0.....20) و . ومنه نجد أن هذا العدد 


يساوي 
05 20" ك 
الا" 3 ۱8۱۱ 
2-7 +زوو ل - دا م 2005009 1 
0 18 (39)2) |18 
متال(۷,٦)‏ 


بالإشارة إلى مثال(5,7) فانه يمكن حساب عدد النماذج المختلفة للتلوينات 
وبیان العلومات التفصیلیه التعلقه بذلك باستخدام مبرهنه بولیا. ولهذا الغرض › 


نظرية بولیا للعد ۱۷ 


E = )12,13,14,23,24,34(‏ 
12 > 11 ,0 < ,۸4 الت تتکون من تباديل للمجوعة £ محدثة بوساطة 


عناصر الزمرة , 4 


9۱ 


بده 


5 7 


= 
)12 13 14 23 24 4 
- )12()34( = 020 
12 24 23 1413-34 
-)13 24()14 23( 


(23 34()14 12) = (13()24) = پ6 
(24 34)13 12) = (14()23) = ,° 
(34 24 13()14 23 و 2 )- ,7 























(3414 24()13 23 12) - شوك 
(24 34 14()23 13 2 = رل 
(23 34 24()013 14 12) 5 3 
(24 34 23()14 13 12) = (32 1) = 

7 2 )12 13 14()23 34 24( 








(34 23 14()13 24 12) = (4 2 1 9 
(34 14 23()13 24 12) = (3 4 1) = رى 








إذن» دلیل الدورات للزمرة ,۸ هو 








وبالتالی . فان عدد التلوینات الختلفه يساوي 
(8)3+( 63( 3)3+ 3 


3 E 
= | 3 +3)3 (+8 | 7]81+27+8 


- 3116 - 3 
4 


ويمكن الحصول على العلومات التفصيلية من 


) 0 ...وج و :© ) Pr‏ 


+c +c , 1> > 6‏ 6< م 
ونحصل بعد التعويض على 
Pr )0:۰.۰ 6 ( =‏ 
لاش rT‏ لس كلوقي ل قال انرا قا 0 16 . ۱ ۱ 
+c + [ +8) + +3 (‏ 0( (يع+ +e, +c,) +3(c, +c,‏ ع) "7 
منال(۲,۸) 


جد عدد الرسوم البسيطة غير التمائله التى عدد رؤوسها 7 وعدد أضلاعها 111 . 
الحل 
نفرض أن مجموعة الرؤوس هي [1,2,...,7) = 7 وان مجموعة الأضلاع هى 


مجموعة جزئية من المجموعة ۱ ۶ ز, 7> ز,:(ز,)1< £ التى عدد عناصرها 


)1 ات _ ۳ ا | 





نظرية بولیا للعد ۱۷/۳ 


لتکن ,6 هي مجموعة ج جميع الرسوم البسيطة التي مجموعة رؤوسها هي 24 
ومجموعة أضلاعها هی مجموعة جزئية من . نعرف الدالة رگج ,5= ر3ى: م 
كما يلي : 
لكل ٤5,‏ © فان رم -(6)م حيث 8 <- 2: ,م يحقق 
((6)7,( )16 -(171:71) صم لكل للع ر [,1. 
ويمكن أن يثبت القارئ بسهولة أن ,5> رم وأن مدب ,ك:م تشاكل أحادي. 
وبالتالي فان ( ,5)م = ,,ك. ونلاحظ أن , زمرة تباديل لمجموعة عدد عناصرها 
=| 7| بینما ( ,5) م زمرة تبادیل لمجموعة عدد عناصرها ۱ £ 

نعتبر الآن مجموعة التلوینات “40-00 حيث لح × و (7,۳)< 4. 
نلاحظ فیما يلى أنه یوجد تقابل بين المجموعة 2) والمجموعة ,06. إذا كان 
=E 4C‏ 2: ۱۲ تلوینا فاننا نقرن به الرسم البسیط الذی مجموعة رژوسه ۲ 
والذي يكون فيه © ضلعا إذا وفقط إذا كان 7=(ء) «. أما إذا كان 
,E)H (eG,‏ 7) - 77 فإننا نقرن به التلوين ٣ج‏ 2: ۷ العرف كما يلي: 


لكل ۶ع ه فان 


IF, ممم‎ E(H) 
وأن رسمين من‎ ۸ =٤ اشفا نلاحظ أن (,5)م زمرة تباديل للمجموعة‎ 
المجموعة ,6 یتمائلان إذا وفقط اذا كان التلوینان القابلان للرسمین متکافتان.‎ 
وبالتالي فإن آعداد الرسوم غير المتماثلة هي أعداد التلوینات غير التكافنة والتي‎ 
تعطی بالدالة الولدة‎ 


»6(- بر‎ ee E(H) 


۱۷ مقدمة في نظرية التر کیبات 


سني ا لكر رز 


=T'+F' ۷ 1> >] |‏ بن 
على سبيل الثال» عندما 4= 7 فان 
sg)‏ رو وت Pg (ss‏ < ( و ل)و [ 
وبحساب دليل الدورات نجد أن 


es 8 
Pg (Fursxe) = [rf +x} +8? +r, | 


ادن 
)ری <( ۳« ۲) و 7 
+T °F +27۳۳ +37 +27 7*۳۹ +7۳ + ۴‏ *7- 
إذن عدد الرسوم غير التمائله هو 
11 1 + 1+ +3 + +1+ 21 (1یل) بر 


ا 


والجدول التالى يصنفها حسب عدد الأضلاعء : 


و یاوه موی ع«دلاتعم | 





با یاو وا وا بای عدد الرسوم غير التماثلة 


نظرية بولیا للعد ۱۷۵ 


١‏ - جد عدد التلوینات الختلفة لرژوس مثلث عندما یکون 
(أ) الثلث ليس متطابق الاضلاع ولیس متساوي الساقین وعدد الالوان التاحة 
يساوي 2. 
(ب) المثلث ليس متطابق الأضلاع ولكنه متساوي الساقين وعدد الألوان المتاحة 
يساوي 2. 
(ج) المثلث متطابق الأضلاع وعدد الألوان التاحه يساوي 7. 

۲- جد عدد النماذج الختلفة لتلوینات رژوس مثلث متطابق الاضلاع إذا كان عدد 
الالوان التاحة هو 5 وکانت التلوینات تستخدم لونین على الاقل. 

۳- جد عدد النماذج الختلفة لتلوینات رؤوس مربع إذا كان عدد الالوان التاحة 
يساوي 
() 2 
رپ ۲ 

-٤‏ جد عدد النماذج المختلفة لتلوينات أضلاع مربع اذا كان عدد الألوان التاحة هو 
6 وکانت آلوان الأضلاع مختلفة. 

۵- جد عدد التلوينات المختلفه لأضلاع مربع عندما یکون عد الالوان التاحه یساوی 
۳ 

5- جد عدد التلوينات المختلفة لرژوس مستطيل طوله لا يساوي عرضهء عندما يكون 
عدد الألوان المتاحة يساوى 
() 2 


(ب) ۲ 


۷- جد عدد الاقراص الدائرية اللونة الختلفة عندما یقسم أحد وجهي القرص إلى 
خمسة قطاعات متطابقة ویلون قطاعان باللون ,© وقطاعان باللون ,© وقطاع 
واحد باللون e‏ 

۸- جد عدد القلادات المختلفة التى يمكن تكوينها من خرزتين لهما اللون ,© 
وخرزتين لهما اللون ,» وخرزة واحدة لها اللون و». 

4- جد عدد القلادات الختلفة التي یمکن تکوینها من 3 خرزات سوداء و 13 
خرزة بیضاء. 

-٠‏ () لدینا رقعة مستطيلة مقسمة إلى 4 مستطیلات متطابقة بحيث تکون 
شریطا 


له الشکل التالی : 


لاح 1.1 


جد عدد النماذج الختلفه لتلوینات مستطیلات الشریط عندما یکون عدد 
الألوان المتاحة يساوي 2 . 

(ب) جد عدد النماذج الختلفه عندما يتكون الشريط من 5 مستطیلات 
(ج) جد عدد النماذج الختلفه عندما يكون عدد المستطيلات التطابقه 7 


و عد د الا لوان التاحه 7. 


نظرية بولیا للعد ۱/۷ 

-١‏ لدينا رقعة مربعة مقسمة إلى 4 مربعات متطابقة. جد عدد النماذج الختلفة 
لتلوينات مربعات الرقعة عندما يكون عدد الألوان المتاحة يساوى 2 . 

5- لدينا رقعة مربعة مقسمة إلى 9 مربعات متطابقة. جد عدد النماذج الختلفة 
لتلوينات مربعات الرقعة عندما يكون عدد الألوان المتاحة يساوي 2 . 

۳- لدينا رقعه مربعه مقسمه إلى مربعات متطابقة عددها 77. جد عدد النماذج 
الختلفه لتلوینات مربعات الرقعة عندما يكون عدد الألوان المتاحة يساوي 7. 

6 - جد عدد التلوینات الختلفه لرژوس رباعي وجوه منتظم عندما يكون عدد 
الألوان التاحه يساوي 7. 

۵- جد عدد التلوينات المختلفة لوجوه رباعی وجوه منتظم عندما يكون عدد الألوان 
التاحه يساوي 7. 

5- جد عدد التلوينات المختلفة لرؤوس مكعب عندما يكون عدد الألوان المتاحة 
يساوي 7. 

۷- جد عدد التلوينات الختلفه لوجوه مكعب بحيث تلون ثلاثه وجوه باللون ,» 
ويلون وجهان باللون ,© ويلون وجه واحد باللون ,». 

۸- جد عدد التلوينات المختلفة لرؤوس ثماني وجوه منتظم عندما يكون عدد الألوان 
المتاحة یساوی 3. 

84 جد عدد العلاقات الثنائية على مجموعة رباعية والتى ليست متكافثة تحت 
تأثير التباديل المحدثة بتباديل المجموعة. 

۰- جد عدد علاقات التكافؤ على مجموعه رباعية والتى ليست متکافثه تحت 


تأثير التباديل المحدثة بتباديل المجموعة. 
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متسلسله ذات الحدین ۱۸ 
متسلسله قوی شکلیه ۵۷ 
متطابقة آویلر ۷۲ 

متطابقه باسکال ۱۵ 

مجبوعه تلوینات ۱۰۰ 

مجموعه مضاعفة ٩‏ 

مجموعة ممثلات مختلفة ۱۵ 
مدار ۲ ۶ ۱ 

معادله مميزة لعلاقه ارتدادیه ٩۰‏ 
معاملات ذات الحدین المعممة ۱۸ 


مقر ۱4۲ 





نمط تبدیل ۱۵۱ 


نموذج العينة للعد ؛ 
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